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ì 1 8 a a. 



A<-H^ 



V.s. 



AVVERTIMENTO. 



JLa presente edizione degli Elementi di 
Trigonometria , che a poca distanza di tem« 
pò ha seguita la precedente , è ad essa 
identica , e perciò come quella divisa in sei 
Libri , r oggetto de' quali vien descritto 
dall'Autore in fine del seguente Saggio di 
Storia Trigonometrica da lui premesso a 
questa sua opera fin dalla precedente edizio- 
ne, che perciò noi ci asterremo qui dal 
farne paróla. 

Crediamo intanto indispensabile di av*- 
Irertire, come nella precedente edizione an- 
che abbiamo fatto , che coloro i quali do- 
vranno far uso di questo libro per la prima 
istituzione della .gioventù nelle Matematiche, 
se mai gli parrà che i. loro allievi sieno trop- 
po gravati, potranno senza tema di guastar 
la catena delle nozioni elementari di Trigo-» 



irt 



nomeiria , e senza lasdargli incompleti nell' 
appren(ìimento di questa Scienza , tralasciare 
non solo i due ultimi Libri per intero; ma 
anche il terzo e quarto Capitolo del Lib« 
IL 9 e 1 settimo ed pttavo del IV. Come 
al contrario gli esortiamo a volersi impegna** 
re di far bene intendere a' giovani tutto ciò 
ch'è compreionel resto della presente Isti-^ 
tuzione. 
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IX. 



SAGGIO 



D I 



STORIA TRIGONOMETRICA. 



Siquidem in omni scientiarum genere^ nosst quihus gra* 
datim incrementis adol\>erint jucundissimum est , #f 
ad terum if^arum intelU^entiam plurimUm confett. 

SÀuMoKShhYpag,5i in Com. in Arith.Neyfl. 



Prime ricerche trigonometriche 
presso i Greci. 

T . 

X primi germi delle fuazioni circolari apparvero ;. 
da che il divino Archimede (i) intraprese a rettificare 
la circonferenza ; poiché da questa ricerca egli si vide 
passar mano mano dal raggio deL cerchio alla de- 
terminazione delle corde rappresentanti i lati di 
quella seriq di poligoni regolari successi vameni e in- 
scritti in esso , crescenti sempre in ragion doppia 
rispetto al numero de' lati , cominciando dalF esago- 
no; ed egli dovè inoltre procedere ancora alla de- 
terminazione delle saette ^ ed apotemi , o coseni del- 
la metà degli archi 'medesimi. Inoltre trovasi anche 
da lui determinata la tangente dell' arco di 3o^* 



' (i) (^irca 25o anni prin^a deir Era volgare. 
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Dp|U> Archimede , Ipparco (a) ristauratore d^ir 
Astronomi^ presso i Greci si occupò pure della de*- 
terminazione delle corde degli arcbi circolari, e trat- 
tò quest' argomento in dodici Libri , come cel rap- 
porta Teone nel suo Gomento air Almagesto di To- 
lomeo ; e questo lavoro d* Ipparco , per quanto lice 
congetturarne , doveva essere un compiuto Trattata 
di Trigonometria per que' tempi. 

Seguentemente Menelao , ne* princìpj del se- 
condo secolo dell' Era volgare , pompose sei libri 
intorno aUo stesso argomento. Ma nh meao questa 
^ opera eli Menelao, nella quale par che dovessero 

contenersi non solamente i principj per la dctermi-- 
nazione delle corde , ma anche le Tavole di queste 
é -a noi pervenuta. Scrisse anche questo Geo- 
metra tre libri degli Sferici^ che Maurolico fece 
il primo conoscere, traducendoli dall' Arabo in Lati- 
no , e pubblicandoli nel i558 (3); ma essi non 
sono già , come credè il Signor Hutton , un Trat- 
tato dì Trìgonometria Sferica , avendo per oggetto 
la teorica de* triangoli sferici , intorno a* quali con- 
tengono moiti, teoremi curiosi , e poco conosciuti. 
Poco dopo di Menelao , o pure contempora- 



(i) Circa i5o anni prima dell'Era volgare^ 
(3) Ri;giomontano prima del Maurolico gli aveva 
anche tradotti 5 ma quesla sua opera , insieme con altn^ 
traduzioni , che fece de* libri di Matematici Greci, con- 
servasi tuttora juanoscrilta nella Biblioteca di Iforira* 
Ilaria. 



J 



IVI Stokia Trtsoko'metkicì. ' sr 
Mamente, Tolomeo (4) occupatosi delI'AstrononoMP 
e della Geografia, dovè necessariamente entiare m 
ti*attar di proposito di ricerche Trigonometriche ; a 
la sua opera, eh' è la sola che siaci pervenuta da'* 
Geometri Grecia intorno a questo argomento , può» 
farci conoscere fin dove questa scienza fosse giunta» 
a quel tempo , sia che Tolomeo^ non abbia fatto al^ 
tro che raccogliere le cose , eh' egli espone , da^ 
Geometri suoi predecessori , sia ck^ le abbia in graa 
parte egli stesso invitate. 

In tali ricerche egli suppone divìso^ il taggi# 
del cerchio in 60 parti uguali , di una delle quali 
si vale poi per unità nel determinare le coiìde de- 
gli' archi procedenti per uguali difierenze. La Ta- 
vola degli archi , e delle corde , eh' egli rijpopta nel 
P. Libro del. suo Almagesto ecmtiene ijpe colonne^ 
Nella, prima.' dì esse sou^^ re^ strati. gli archi di 
3o in 3o minuti ; nella seconda 1« rispettive corde 
espresse in parli sessagesime del raggio* ,.. eo' ìorq 
minuti e secondi ; e nella terza finalmente le diffc^ 
renze delle corde corrispondenti ad un minute de-^ 
gli. archi V o la 5e.^^ parte delle difiercaze tra le 
eorde registrata nella seconda colonna. Egli espone 
anche in questo luogo il metodo da lui tenuto, pev 
k costruzione di questo canone di corde ^ fondato 



(4) Quest» Matematico antico notr fu giè imtiv4 
di Peliuio , come si ir da tutti credulo ^ sm di ToUr* 
0)^idc iu Egitto (' y^gg*^ a Moniucia)i 



XH S à c <; i'o 

Mil •celebre Teorema da lui dimostrato pel qtj^AnU^ 
Uro inscBitto nel cerchio ^ cioè che: // rettangolo 
ddU diagonali pareg^ là semina dei due rat-- 
tangoii ciascuno contenuto da' lati opposti (5); 
il c|iial * Teorena tra poco vedremo campeggiare nel- 
la nostra 4:ostFUKÌone del Canone Tn'goBOOielrico. 
£d èr da . credere che non avr^be quel Geometra 
sicuramente mancato di compiere sì utile computar- 
ne? ito delle corde suddette da lui comincialo 9 ser 
la Geometria fin da que' tempi fosse 6tatìi adorna 
di simboli algebrici ivt conyenerol modd. 

11 Canone Trigonometrico e8{M*eÀ90 * piér k car^ 
de degli àrclii ; dMtinuò ad essere- iniiuso .fino, a 
circa il nòno seeolo , alla quale/ epòca* gii .' Ar^bi 
cominciarono a sostituirvi quello de' seni , oEe :a vc-*- 
ro >dit*e , è più 'facile ^ più ceaafodo , p più spedito 
del precedente, liobbiamo inoltro ad essi una inagf» 
giore amfdiaaione di queal^ scienza \ì ed alot»ni ìm-* 
portanti Teorf!mi,' de' quali anche adèsso ci valghia-* 
mo con qualche vantaggio neUa Gostrnxione del.Ca* 



r 



■«■MW 



I . (5) La dimosfraBióne di questo 'Teorema è stata 
da' noi r§cata neir Addizione al Libro ^VL . degli Eie* 
menti di E^ncMe XFegg. il voi. AVdj^lpre$àileiCmfio). 






SIStORSÀ TftlGOVOKSTRlCA Ztll, 

Trigonometria pressa gli Europei. 

Gli Europei appresero la Trìgonametria è£^i 
Arabi , ma è incerta V epoca ìd cui ciò avrenne ^ 
e chi fu il prima ad apprenderla da essi ; né la 
Storia delle Matematiche ci, presenta cosa che pos- 
sa esser per noi di qualche importanza intorna an 
gli avanzamenti della Trigonometria presso coslo^ 
ro , fino al principio del 1 5^ Secola ^ nel qnalif 
Giorgia di Purbacb (6) arricchì la Trigonometria 
e r Astronomia di nuovi Teoremi, Tavole , ed os- 
servazioni. Egli fu il pidmo , che per costruire con 
più approssimazione la Tavola de' seni , immaginò 
di estendere la divisione del raggio , praticata , co^ 
me si disse la prima volta da Tolomeo , fino a 
600000 parti uguali 9 e computò poi con tal divi- 
sione gli ardii circolari da io in 10 minnti. E for^ 
se la Trigonometria non pochi altri vantaggi avrcb- 
])e traitti dall' ingegno , e da' travagli di questo va- 
l0liti^siii|o Astronomo , se k morte non lo avesse 
iilitaatjirawente rapito aUe Matematiche in età di 
3^ anni. 

Le sue tracce però furono ripigliate dal sua 
allievo Giovaoni MuUer (7) , conosciuto volgar-* 
meutj&. col nf^e ^ Regiomontano , dalla città di 
i^Diùgshej^ .( Mqìis Megius ) in cui nacque. y 



(6) Co^ dtiamatOi perché nativo di Purbach , tra 
1* Austria , e la Baviera,, nacque nel i4^3. . 

(7) Nato nel i436. 



XIV Saggio 

Da principio il Regiomontano ritenne la sff^ 
aa divisione del raggio adottata dal Purbach ^ e cai" 
colò solamente i seni di minuto in minuto ; poi , 
esaminate meglio le cose , conobbe cV era piii van- 
taggioso di divìdere il raggio decimalmente'^ e lo 
suppose perciò di i oooooo parti. Al canone de^ 
seni e coseni , il solo che sì fosse conosciuto ed 
usato fino a lui , aggiunse quello- delle tangenti , 
che chiamò Foecundus ; ma non vide poi T uso 
▼autaggioso, che poteva farsene nella Trigonòme^tria. 
Egli rinvenne inoltre moki nuovi principj per ht 
risoluzione de' triangoli , per mezzo de'quali la Tri- 
gonometria Rettilinea arrivò fin d' allora , per que- 
sta parte , a quella stessa perfezione in cui presen«« 
temente si trova. 

11 quinto ed ultimo Libro del suo Trattato de 
Trìangulis -planis et sphaerieis (8), che si rag- 
gnarda alte due Trigonometrie , contiene vitrj Pro- 
blemi speciosi della risoluzione di queste figure ^ 
alcuni de'quali si trovano recati nel Capitolo ultimo 
del Libro IL della nostra Trigonometria. Ed è da 
notare che nel lìumero di essi ve n^ ha di quelli $ 
per la risoluzione de' quali era bisogno di quelle 
supposizioni iudeterlninate di quantità, che annunziano 
la conoscenza dell' Àlgebra ; e che per un di essi, il 
ì% del lib.ll., giunto ch'egli ò airequtfzione, si arresta 
dicendo: quod restata praceptà aHis edocebtmti ed 



(8) Un tal trattalo fu dall' autoce scrìtto circa V 
Anno 14^49 e pubblicato ia foglio a Norimberga nel 



Bi STomiAT&icoiroMSTmicÀ. xr 
il Mootucià nel far ci^ notare dice che » potrebbesi 
» da questa circostanza inferire , che PAigebra fos« 
» se stata conosciuta in Europa prima di Luca di 
v> Burgo ( soggiungasi e di Lionardo Pisano ) se 
» per avventura non si volesse supporre , che le 
» soluzioni di sifiG^tti Problemi, contenuti in quel 
)t> Lib. Vo. della suddetta optra del Begiomon«> 
13 tano, fossero state aggiunte dalle, Schoner , che 
3» ii.e fu r editore, quasi im secolo dopo la mort« 
i> dell'autore (9). 

Ma il Montucla avendo seguentemente convenuto 
che il trasporto dell'Algebra in Italia, per opera di 
Lionardo Pisano, abbia avuto luogo non già , come 
prima equivocò , nel XV^; ma bensì molto pima 
nel Xin^ secolo (10), cioè quasi due secoli prima 
che vivesse il Regiomontai\o, ci libera dall' entrare 
in ^palunque esame a questo proposito. Sicché ai 
Kegiomontano non dovrà &rsi il torto , come talu- 
no ba opinato , di non riconoscerlo per autore di 
quelle soluzioni , ed a noi altri Italiani non dovrà 
togliersi il vanto di aver fatta conoscere in Europa 
lina tale scienza , che fqmmo ì primi a coltivare , 
e che abbiamo poi grandemente contribuito ad \ 

accrescere e migliorare. 

La perfezione alla quale Regiomontano aveva 
portata U Trigonometria e il Canone Naturale fece 
sì , che quasi contemporaneamente con lui molti ad 
un tratto cominciarono a trattar con successo le 



(9) Montucla- ^is/o/re des Maikémaiiques. 
(io) Addizioni in fine del Volum* u bell'opera 
poc'anzi citata. 
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stesse ricerclie , aggiugoftndo ad e6se\ € perfezionait- 
dole sempre piìi« Di fatto abbiamo che, a quell'epo* 
ca Giovanni Vamer compose anch' egli cincpie libri' 
su i Triangoli ; e'I fiumoso Astronomo Gopèmico 
trattò pure la Trigonometria sì Piana , che Sferica^ 
Costruendo il canone de'seni colle differenze per ogni 
IO minuti del quadrante , e per un raggio diviso 
in looooo parti uguali ; ed Erasmo Reinhold costruì 
e pubblicò le Tavole delle Tangenti , che chiamò ^ 
come il Regiomontano , Canon foecundus. 

A quesV epoca stessa fioriva nelle nostre Re- 
gioni un nomo insigne nelle Matematiche , delle 
quali non lasciò parte che non coltivasse. Francesco 
Uaurolico (ii); e non potè essere ameno che que- 
sf uomo agitato dalla voglia di distinguersi tra'suoi 
contemporanei, in mezzo a tante ricerche Trigono- 
metriche che trattavansi allora , jH-incipalmente in 
Germania , non vi volesse anch' egli la sua parte. 
Frutto di queste sue &tiche fu T introduzione del- 
le seganti nel calcolo Trigonometrico , e nella ri- 
soluzione de' Triangoli , e T istituzione della Ta- 
vola di esse , che chiamò Seneca ; e che da lui 
fu calcolata di grado in gr^do, e di minuto in mi- 
nuto (m). 

In tal modo dunque il Canone naturale Trìgo^ 
Domeirico prese tutta quella perfezione, che con** 
serva anche al presente. 



. (il) Nato in Messina nel i494* 
(id) Veg. a tal proposito il Ub. II^« Sphaer, 
Maur. p. 6o. 



Bt Storia TiiiaojsroscsTRici. xvt t 
Falsa è poi interamente P opinione del Lan- 
sLergio, che questo Canone delle seganti si appar- 
tenesse al Retico , le di cui Tavole furono pubbli- 
cate dopo la morte dell' autore daFsuo Allievo Va- 
lentino Othonenel i5^4i ^^^ titolo di Opus Pala-- 
tìnum , cioè almeno 36 anni dopo ch'erano compar- 
se in pubblico quelle del Maurolico , che furono pul)- 
blicate nel i558 , e prima di quest'epoca da lui mede- 
simo annunziate nel i5i5o. E la stessa perfezione mag- 
giore delle Tavole del Retico , in paragone di quel- , 
le del Maurolico, avendole il Retico costruite suppo- 
nendo il raggio diviso in looooooooooooooo par- 
ti, e di IO in io secondi, annun;£Ìa chiaramente, 
che questo ia posteriore al Maarolito in tal ri- 
cerca, e che non potendo prevalergli neirinvenzione ^ 
si sforzò soprayanzarlo in perfezione (i3)» Dopo il 



(i3) Il dotto Astronomo Sig» Delambre, nella sua 
Storia delV Astronomia del Medio E\fOy tratt^a per verità 
con troppa ingiustizia il Maurolico , menomandolo di 
quella non comune considerazione iu che T hanno sem- 
pre tenuto i Matematici non solo contemporanei , ma 
anche posteriori , e delle lodi che gli sono meritamen- 
te da essi fatte. Ed ecco come si esprime il Delamhr-e:» 
)» Ce qui a fait vivre le nom de Maurolycus , c'est qu^il 
» passe pour avoir le premier introduit, dans le calculs 
I» trigonométriques , T usage des sécantes , dont il fit 
» imprimer une table dans le volume , dont voici 1« 
D titre en entier 3». E qui egli rapporta questo titolo. 
Di poi dopo aver esitato a credere , .nel luogo po- 
c^ an^i recato^ che Maurolico fosse stito 1* introdultoct 
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già detto del Regiomontano ^ e del Mauroltco , ^ 
rileverà chiaramèate 1* errore del Briggs » che attri- 
buisce Pinvenzioue del Canone delle Tangenti e Se- 
ganti a Reinholds. 



delle seganti nel calcolo trigonometrico, passa a dir 
qualche cosa delle opere di ({uesto geometra contenute 
in quel Titolo, senza farne molto caso. Ma se il Signor 
Delamhre si fosse dato il pensiero nella sua analisi cri- 
tica di queste fopere di Maurólico , di considerare i 
tei^pi in. cui furono fatte; certamente non cosi felici per 
le Matematiche come i nostri *, ma che però ci hanno 
prodotta tutta quella Ince, che ora ci abbaglia ; e se per 
"poco avesse avuta la bontà di gettar lo sguardo sugli al- 
tri lavori geomètrici del Maurólico , e prìncipalanente 
per ciò che riguarda i Conici di Apollonio, in cui fece 
anche cambiamenti tali, che meritarono di essere adot- 
tati da varj Geometri , e specialmente dal Signor de la 
Hi re , Francese : se in somma egli avesse voluto defe- 
rire per poco al sentimento del Viviani , geometra 
sommo \ il quale, non ostante, che ^Maurólico non a- 
yesse colpito nel segno nella divinazione che fece del 
quinto libro di Apollonio , pure stimò le geometriche 
speculazioni fatte dal geometra Messinese* degne di lode 
per modo , che ne tenne conto ideila Prefazióne eh* e- 
gli scrisse per Talb^a immortai divinazione, che egli 
diede del libro stesso del Geometra di Perga. Se a 
tutto ciò avesse posto mente il Delambre , non dubi- 
tiamo affatto , che sarebbe stato uniforme nella manie 
ra di pensare col suo dottissimo compatriota , il Si- 
gnor Montucla , il quale in più li\oghi della sua Sto- 
ria delle Matematiche, che noi pregfaianio di riscontra- 
ta, parla con aissai rispetto del Messinese Ma\irolico , 
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Jl Vi^ta (i4) ristoratore e promotore di ogni ra- 
mo di Scieaze Matematiche a^ sooi tempi, si occupb 
anch' egli >delfa Trigonometrìa , e stabilì nuovi teore- 
mi importantissimi per la costruzione del Canone ^ 
che perfezionò grandemente (i5). Egli costruì pur» 
separatamente le Tavole Trigonometrichtì pe'seni , e 
quelle per le tangenti e seganti , di minuto in mi- 
nuto colle loro differenze , e col raggio i ooooo; 
e per le tangenti e segaati verso la fine del (jua* 
drapte , ne estese Y approssimazione ad ò e «^ ci« 
ire (16). È singolare anche ^ e degna di essere 



chiamandolo geometra originale - uno de^ pia forti geo-- 
metri del suo tempo • pieno di spirito geometrico , ej, 
( ^egg. la storia delle Matem. Voi. I. alle pag. 563 , 
572 e 6g6. ) 

Noi ci smanio astenuti dal produrre qui in favore 
del Maurolico ciò che sta detto nell^ elogio che non ha 
l^oìii anni ha pubblicato il dotto Ab. Scini y temendo 
che questo , sebbene/ imparaialissimo , potesse esaete 
attaccato di defei*enza nazionale. 

(i4) Nato nel i54o a Fontenai nel Basso Poìtou> 
Proyincia della Francia. 

(i5) Veggansi le sue «pere pubblicate da France^ 
SCO Schooten nel t6i6^ e specialmente il tiaiUtto de: 
Sectionibus jingularibus* 

(16) Queste Tavole furono dair autore pubblicale 
in Parigi nel 1679 , col tilolo di : Canotjt MalhematLus^ 
seu ad triangula j cwn appeniicibus. % ad esse aggiun-^ 
ta dairautore medesimo una seconda parte coni*ep^gra- 
fé: Universalium inspediofhum ad Canoném Maikematè^ 
CIMI liber singulqriSf in cui contiensi k costrazioiìe 
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avvertita la disposizione eh' egli il primo diede a 
queste Tavole , aumentandole da parte di man\sim- 
stra fino a /fi^ , e ritornando poi in dietro verso 
destra , per disopra , fino a 90^; sicché in tal mo- 
do ciascun arco , e 1 suo complemento trovansi nel- 
la stessa linea , e così le loro linee trigonometriche 
rispettive. E tal disposizione comodissima è anche 
al presente ritenuta nelle Tavole Trigonometriche^ 
Il Vieta serbò anche pìel canone delle Tangenti la 
denominazione di Foecundus , datali dal Regio- 
montano , e chiamò ' Foecundissitnus V altra delle 
seganti. 

Serva ciò che si e detto del Vieta di limite a 
quanto si era fatto per completare il Canone natu- 
rale e la Trigonometria ; mentre tutto ciq che pro- 
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delle tavole esposta nella prima parte , un compendio 
di Trigonometria Piana, e Sferica, con applicazione di 
essa , e naohe altre ricerche intorno alla quadratura dc^ 
cerchio , a!la duplicazione del chho ec. Un tal lihro 
però ehhe la disgrazia di uscire in luce , carico di er-' 
lori tipografici, lo che al Vieta essendo dispiaciuto, ile 
ritirò tutte le copie che potè riavere , sperando di po- 
terne fari; una Duova edizione corretta, come egli stese- 
ro il promise , allorché parlando della presente sua o« 
p^ra si espresse: Sed qui anno iS'jg fuii editus infeli-^ 
citer Canon meus Mathematicus , is cura secunda reco^ 
gniius majorem foriassis , apuà eos ( Canonistas ) ob- 
iinebit auctorilatem ( Opera Math. pag. Say. ) 

Ma tal seconda edizione non avendo però avuto 
mai hiogo , 1* opera è divenuta di una rarità estrema. 
( f^^SS* il Montura voi. i. pag. 6x0.) 
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dussero su quésto argomento in seguito e il Retico/ 
e r Othone, e il Pitisco , e 1 Lansbergio ed^ altri, 
noti sono che semplici miglioramene e riproduzioni, 
delief cose precedentemente fatte; e ciò a fui di 
giungere celeremente ad una delle epoche più inte- 
ressanti per la Trigonometria , nella quale questa^ 
scienza prese ,un aspetto tutto nuovo , che ancora 
conserva , e conserverà sempre. 

In tanta copia di ricerche Trigonometriche fat- 
te in' Germania, in Italia \ ed in Francia , ITnghti- 
terra sola non sembrava di osservisi interessata gran-' 
demente. Questa Nazione però , pj'esso la quale le 
Matematiche sono state sempre coltivate con impe- 
gno , e successo, si serbava ad una scoperta im-f 
portante e grandissima , cioè air invenzione de' Lo- 
garitmi, ed alla costruzione del canone artificiale. 

Giovanni Nepero Barone Scozzese (17), uomo^ 
dotato di un intelletto penetraiite , spavedtato dalle 
immense moltiplicazioni e divisioni che facevano di 
bisogno , volendo far uso delle Tavole Trigono- 
metriche fino allora costruite , si diede ad escogi-< 
tare qualche mezzo onde facilitare queste operazioni 
ne' grandi numeri ; ed egli ritrovò a tal proposito 
un metodo, che espose in un opera da lui pubblicata 
liei 1617, col titolo di Rabdologiay o sìsl nuffi^ra-- 
tic per virgulas (18). Egli però non fu interamente 



(17) Nato circa la metà del secolo XVL^ 
' (18) Il metodo della prosta/h'esi , che non moho 
prima avevano i Xrigouometri ritrovato , per evitare 
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pngo di questo sua ìnvenxione; e perciò si diede 
dd escogitar nuohri mezzi « e più efficaci p^ riu* 
scir nell' intento* , e pervenne così alla meraviglio* 
sa invenzione de' logaritoii , eh' egli pubblicò colle 
stampe nella sua: Logaridimorwn Canonis Descrir' 
ptio\ seu ArUhmeticarum supputationum mirabilis 
abbreviano ec. Edimbaurg i6i4* £ siccome il sua 
principale interesse in questa invenzione era stato 
k facilitazione de' calcoli Trigonometrici; cosi egli 
non applicò i logaritmi cbe a' sei^i , costruendo ef« 
fettivamente le Tavole logarìtmiche di tutti seni 
degli archi di un quadrante di minuto in .minttto# 
Egli non diede in questa prima opcaa il suo me* 
todo per la costruzione delle Tavole logaritmiche ^ 
ma promise di darlo ^ ed avrebbe certamente tenii- 
to parola , se la morte non avesse rapito qpesf uo- 
mo infinitamente utile alle Matematiche nel 16 1 8. 
XI suo %lio però , Roberto Nepero^ non mancò di 
pubblicare netr anno stesso V opera alla qude stava 
il padre travagliando , col titolo di Mirifici loga^ 
ìithmorum Canonis constructio^ec. 

Non è questo il luogo di disconr^e più a Iuih 
go su ì logaritmi di Mepero ; ma non sarà poi inu- 
tile di far avvertire, che la Tavola eh' egli diede 
de* logaritmi de' seni differiva dalle nostre ordii^arie 
Tavole in ciò , che il logaritmo del raggio è in quel- 



in qualche mo4o le moltiplicaziom di quantità trigono* 
melriche ^ quantunque ingegnoso , eia nondimeno ìuk* 
Wasaante ^ e non era né attivo f né iiniveirifale. « 



DI StOIIÌ. Tltl OOnOKtVRlCl XXI It 

la effettivamente ja donde avviene , che i logaritmi 
Neperiani de' seni vanno crescendo al minorarsi dì 
questi. Nà poi àfiàtti logaritmi 8(mo costruiti per la 
base IO . come per le ordinarie Tavole; sistema cV 
egli stesso seguentemente immagiob > e che , come 
deducesì dall' epigrafe della summetotovata opera, il 
figlio annunzia al pubblico dopo la morte del pa- 
dre. Ma sia , per qnesto luogo , aljibastanza detto 
dell' invenzion di Nepero intorno a' logaritmi. EgU 
però se tanto giovò alla Trigonometrìa per lacom- 
putazìone , non tralasciò dall'alta parte di occupar* 
si de'pnncipj per la risoluzione de'triangoli , princi- 
palmente per la Trigonometria Sferica , per la quale 
ridusse tutta la risoluzione de'triangoli rettangoli a 
due r^olc fondamentali , o piuttosto ad una sola 
divisa in due parti facilissime ad apprendersi ed a 
ritenersi'. £d il Montucla con ragione sì duole della 
poca avvertenza, che daTrigonometri del Continen- 
te si era posta in ferie ben ravvisare. Oltre a ciò 
diede anche alcune regole utilissime per la pratica 
risoluzione d^TriangoU sferici obbliquangoli, le qua- 
li oggigiorno , mercè i multìplici usi deUa Trigo- 
nometna Sferica, non sì veggono piìi trascurate ne' 
Corsi Elementari <jU questa scienza. Finalmente sta- 
bilì é dimostrò pe'triang(^ sferìa diversi teoremi 
nuovi , che cdstitmscono una notabile armonìa tra 
le due Trigonometrie. 

Dopo il N^>ero , com' era naturale , i Trigo- 
nometri si volsero immantinente alla costruzione 
delle Tavoje de' logaritmi de* numeri , e delle li- 
àee ^onoiaetriche , alle q^uali n diede il nome 
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di Canone artificiale; ma non h del nosbio sco- 
po r occuparci di queste cose ; sicché passeremo 
sotto silenzio le fatiche illustri di tanti sommi uo« 
mìni intorno a queste soggetto. 

La Trigonometrìa parve dopo tutti questi tra-- 
vagli di sommi nomini {già giunta al suo grado 
massimo di perfezione , e di fatti nulla mancava né 
per le regole atte a risolvere i diversi casi deHrian- 
goli s\ rettilinei che sferici, né per la comoda 
computazione di tali regole in praticai LaTrigono* 
mctria Sferica però non presentava lo stesso gra- 
do di perfezione che la Rettilinea , ne nell' applica- 
icione delle regole , ne nel calcolo de' 4riangoli ; e 
Fuso della perpendicolare in risolvere i- triangoli 
sferici òbbliquangoli produceva in taluni casi tale 
sconcio , che aveva indotto in equivoco anche abili 
Trigonometrì , ed assai pratici in questo genere di 
computi, come il La Caille (19), Inoltre le regole 
Neperiane, principalmente pe' triangoli obbliquango-- 
li trovavansi sbandite da tutte le istituzioni di Tri^ 
gonomelria Sferica , e molto male a proposito. Fi*- 
nalmente non vi era stato alcuno , il quale avesse 
ravvisata la mirabile corrispondenza tra un trian- 
golo sferico ,^ ed un angolo solido compreso da tre 
angoli piani , e che avesse dedotta dalla natura di 
questi i principj per la risoluzione di quelli. Manca- 
va inoltre alla Trigonometria Sferica una forma ana« 
litica tale, che si comprèndessero in una formoli ge^ 



(19) Yegjj. il Gagnoli ( Trìgon. pàg, 3%j tdiz.%.) 
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Berale tutf i casi diversi della risoluzione te' trian- 
goli sferici sì rettangoli die obbliquangali ; e dob- 
biamo a Leonardo Eulero tutti questi vantaggi proc- 
curati alla Trigonometria Sferica , eh' egli espose iti 
una Memoria inserita nel Vol.llI.P.I.degli Atti Nuo- 
vi di Pietroburgo, per Tanno 1779 coli' epigrafe : 
Trigonometrìa Sphaerìca universa , ex primis 
principiis breviter et dilucide derivata. 

Dopo Eulero non ha potuto essere a meno,^ 
che tutti coloro i quali hanno trattato lo stesso ar- 
gomento non siensi valuti degli artifizj da lui usan- 
ti; e bisogna anche convenire che, grazie alle fati- 
che di questo sommo Analista, la Trigonometria Sie- 
rica è stata dopo lui , da tutti quelli che T hanna 
esposta seguendo il suo metodo , assai ben tratta- 
ta. Ma lungo sarebbe il trattenersi anche per doco ' 
intorno ai diversi Elementi di Trigonometria compo- 
sti dai moderni. 

Mon deVesi però tralasciare di far qui parola^ 
di un eccellente e completo Trattato sulla Trigo- 
nometria ^ dell' egregio Matematico Antonio Ga- 
gnoli , da pochi anni tolto alle Matematiche , ed * 
al decoro Italica. Egli ha compreso in questo li- 
bro pubblicato da lui due volte in Italiano, e cia- 
scuna volta tradotto nell'idioma Francese , con mol- 
tissimo ordine e chiarezza, tutto quanto mai poteva 
conoscersi intorno alla Trigonoraetria , corredando ' 
le teoriche d^ luì esposte can opportani esempj di 
Problemi che elegantemente risolve. Tutte le for- 
inole delle due Tiigonometrie vi sono trattate , e 
per oaaggior comodo di colora che d e b bon o \du^ 
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lersene , esse trovansi espresse in tavole da potersi 
consultare ali* uopo. A tutte queste cose egli ha 
aggiunte le analogie differenziali de' triangoli sì ret- 
tilinei che sferici ^ trattando quest'argomento in ma- 
niera affatto nuova. 

. Ne qui tacerò anòhe il completissimo Trattato 
di Trigonometria e Poligonoriietria del mio egre- 
gio amico il Signor Professore Franchini di Luc- 
ca , Matematico che co'suoi ottimi, studj ed assidue 
fatiche onora la nostra Italia e la scienza che tanto 
ama e coltiva. 

Or fino a questo punto con tanti progressi che 
le due Trigonometrie avevano fatto, nessuno aveva 
ravvisato che i moderni Teoremi delle funzioni cir- 
colari , come anche il problema della multisezio- 
ne angolai\e , e V altro analogo dell' inscrizione di 
un poligono regolare nel cerchio ; e la serie del 
seno e coseno dell' arco potevano dedussi come 
immediate conseguenze da un Teorema , che pei 
principj della costruzione ^del canone aveva sta- 
bilito il primo Trjgonometra Tolomeo. E ciò es- 
sendo venuto in mente al nostro valentissimo Si- 
gnor Pergola , egli distese su quelsto proposito due 
Memorie che trovansi inserite nel Voi. I. degli At- 
ti della nostra Accademia delle Scienze , pubbUcato 
nella fine del prossimo passato anno; ed io estraendo 
da tali Memorie quella parte che alle mie ricerche e- 
lemen tari si conveniva, mene sono valuto in. questo 
iriio libro, nel quale sarà vantaggioso il vedere uni- 
formemente dimostrati coli' ajuto di quel Teorema 
Tolemaico i diversi Teoremi del Vieta suUe corde 
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degli archi circolari , e la forinola del seno e co* 
seno della somma e differenza di due areni dati , 
come pure quelle altre che da esse dipendono. 

Ma ecco di questa mia opera il Prospetto. Io 
r ho divisa in sei Libri , e tìe* primi quattro j che 
sono gli essenziali per F insegnamento ^ ho «sposto^ 
nel I^, la costruzione del Canone , o che si vo- 
glia essa ottenere per le vie che somministra il cal- 
colo aritmetico applicato a' principj di Geometria .> 
come il facevano gli antichi ; o che si voglia ot- 
tenere per elementari formole algebriche . Ho 
tralasciato le formole trigonometriche trascendenti , 
ne ho additata la maniera speditissima di poter ot- 
tenere tal costruzione di Canone per queste vie ; 
perchè qui non si tratta di vedere come si possa 
costruire il Canone suddetto; ma solamente come 
il costruirono ; trovandosi le Tavole de* seni già 
belle e formate. D' altronde siccome T uso gran- 
dissitno di queste formole trascendenti ha luogo 
neir Analisi degV Infiniti , esse debbono entrare a 
far parte di questa , o . servire ad essa d' Introdu- 
zione'; òho perciò saranno esposte nel luogo che 
sarà loro convenevole. 

Nel II*. Libro ho trattato della Trigonometria 
Rettilinea , esponendo i principj per la risoluzione 
de' Triangoli , non solamente negli ordinar] casi , 
cioè in quelli risultanti dalla combinazione delle sei 
parti di essi , tre a tre , fuorché tre angoli ; ma 
anche in alcuni altr^iS^asi , ne' quali o queste parti 
sono divjfesamente combinate ; o pure sono impli-^ 
ci tanjient^ Contenute ia alcune altre forme di d^ti 



\ 



"^ 



XXVI II Salcio 

clall« quali bisogna derivamele per la risoluzione 
del quesito. Ed in ciò fare mi sono uniformato a 
quello che aveva praticato Regiomontano, che come 
già si disse aveva trattate qui^tioni di questa natura 
nel V<*. Libro della sua opera de Trìangulis ; ed 
a molti Ti'igonometri moderni che lo avevano imi- 
tato. Ho cercato pure che 'le risoluzioni di tali Pro- 
blemi fossero eleganti il più che fosse possibile • 
Nel IIP, Libro ho esposto la natura e le pro- 
prietà de' Triangoli sferici , dottrina indispensabile 
a premettersi agli Elementi di Trigonometria Sferi- 
ca, molto più che di essa in alcun altro luogo del 
nostro Corso non vien trattalo. Ed a questo proposito 
ho cercato di correggere le ordinarie dimostrazioni^ 
che trovansi presso taluni autori, suUveguaglianza 
de' lati e degli angoli rispettivi de' triangoli sferici 
in alcuni casi, le quali mi sono sembrate vacillanti. 
Il IV<>. Libro espone i principj per la riso- 
luzione de' Triangoli sferici , secondo Eulero , ed 
i medesimi dopo essere stati ritrovati e dimostrati 
in forma algebrica, si veggono poi ridotti in loga- 
ritmiche espressioni comodissime per Teffettiva cal- 
colazione de' triangoli sferici óbbliquangoli ; il che 
dà luogo alle regole del Nepero, di cui si è già di 
sopra accennata qualche cosa. E nell'esporre le re- 
gole per la risoluzione de' triangoli sfèrici si è avu- 
to riguardo a dar sempre quella tra le diverse for- 
inole che poteano adoprarsi per un dato caso ,, che 
fosse la più comoda e conducente^ e per la facili- 
tà , e per V esattezza ; lo che si era anche praticato 
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p6^ triaogoli rettilinei. Ed a qxiesto propolsito dire- 
mo di passaggio che non bene fanno coloro , ì <{ua- 
li, principalmente in libri elementari, abbondano in 
formolé ed in regole di risolvimento pe'triangoli per 
uno stesso* caso ; ciò non solamente produce confu- 
sione néUanimo de^gioTani, e per mancanza di ^uel 
giusto discernimento che si contiene nel far uso di 
esse , gliele fa alla rinfusa adoperare , e senza me* 
todo ; ma talvolta anche gli annoja, e ne devia Pat- 
tensione. D'altronde h sì fiicil cosa al presentar le 
formoli trigonometriche sotto diverso aspetto , che 
potrebbe questo loro cambìamiénto di vesti molti- 
plicarsi continuamente ; ed allora di questa scienza 
limitata a pochi principj , se ne formerebbe una 
scienza estesa oltremodo ed implicata. I Professori 
però y per esercizio di scuola , faranno bene ad^ 
occupare i loro allievi in queste trasformazioni fa- 
cilissime di formole trigonometriche ; poiché in tal 
modo oltre ad avvezzarli a . vederle sotto diversi 
aspètti , ond* è che non si confonderanno trovando- 
le diverse in altri autori in cui potranno incontrar- 
le , servirà ciò anche loro di esercizio algebrico, e 
come una manuduzione a quelle moltiplici trasfor^ 
magioni, che saranno poi essi obbligati a fare nelle 
formole algebriche studiando il. calcolo sublimie, e la 
meccanica. Le ricerche sa i casi dubbj nella risolu- 
zione deHriangoli sferici h necessaria cosa che non si 
tralascino nel trattar gli' Elementi di Trigonome* 
tria : nell-esporle però ho cercato di farlo colla mag- 
gioir chiarezza e brevità che mi è stato possibile , 
e SMUBR entrme in tanti inutUf particolari. 
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Ho aggiuoto questa volta al presente libro due 
Capitoli , uao intorno alla perpendicolare ne' trian- 
goli sferici, e T altro per la determinazione delP«aja 
di cui si ha talvolta bisogno ; ne questa Tho deter-- 
Tniilata che nel solo caso destre angoli dati>, o de' 
tre lati , per le ragioni che si potranno vedere nel 
Capitolo ove ne tratto,. , 

Nel V^. e VI^. Libro d§lla Trigonometria ^ che 
sono destinati ud^^bundarjLtiorem scieniiam^ e che 
possono aversi come un' utile istruzione ed eserci- 
zio per coloro che studiano Tapplicazipne dell'anali- 
si alla Geometria , ho trattato dell' uso vantaggioso 
delle formole Trigonometriche nel risolvimento di 
quei Problemi ove il quesito si vuole in valore, e 
ne' quali ^'dati sono alcune quantità angolari; e 
del vantaggio che . può talvolta ottenersi dalle formo- 
lo trigonometriche acciocché si pervenga facilmente 
ad uria pura equazione algebrica , e quindi capace 
di una geometrica composizione. Ed era somman^ien- 
te necessario , che io qui trattassi e Y uno Taltro di 
questi argomenti , ora principalmente che in tutti i 
libri di Geometria analitica si fa sfoggio grandissimo 
di formole trigonoi?aeliriche pel rinvenimento dell' 
equazione ad un problema geometrico ^ che analiti- 
camente si risolva , sen^a, fare alcuna distinzione tra 
quesito in valore , e quesito gepxne liricamente co- 
struibile. Ed a questo proposito avvertirò di passaci- 
gio pel secondo de^sopraddetti argomenti , che allor- 
quando parlo dell'uso delle formale trigonometriche ; 
pel rinvenimento di una equazione algebrica , o iri- 
ducibile a tale per pae2;5p di qualche trasformazio- 
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ne , in cui si passi dà formole trigonometriche a 
rapporto tra rette, intendo già che questa trasfor- 
mazione sia di per se chiara , e facile ad ottenersi; 
poiché altrimenti lifòii vantaggio avremmo per la 
sua soluzione , essendosi obbligato a tante diverse 
costruzioni particolari complicate , dalle quali poi 
inelegantissima è priva di uso diverrebbe la com- 
posizione geometrica del Problema. Siccome ì Pro- 
blemi che io reco per lo stabilimento del metodo 
onde far uso delle formole trigonometriche nel ri- 
solverli , non hanno altro oggetto che questo , così 
ho tralasciato di ijianeggiare T equazione ad essi , 
allorché vi son pervenuto, E prevengo intorno a ciò 
il Pubblico , per non incorrere nella taccia dovuta 
a coloro che costumano al presente di creder riso- 
luto il Problema , allorché lo hanno messo in equa- 
zione talvolta d' incostruibil forma ; o pure di aver 
tracciate le vie per pervenirvi. 

Tra r Problemi, che ho recato nell'ultimo Li- 
bro si troverà quello della trisezione angolare , ch^ 
per la sua importanza , e pel nesso stretlissimo che 
ha colla Trigonometria meritava di avervi luogo. 
In fine di tutto questo , non ho voluto tralasciare 
taluno avvertimento che conveniva fare in qualche 
luogo del mio Trattato , ma che non stava a pro- 
posito nel luogo stesso ; o dimostrar talvolta qual- 
che difetto o qualche cosa notabile in altri libri di 
Trigonometria facili a pervenire in mano de' giova- 
ni, e che meritano di essere ad essi raccomandati; 
ed ho perciò aggiunte in fine del Trattato alcune 
Note y tra le quali una lunga intorno al problema 
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della Trisezione angolare , eh' è la riproduzione di 
un mio rapporto fatto all' Accademia Keale delle 
Scienze di Napoli , come Segretario di essa per le 
Matematiche, in occasione di una folla di pretese 
soluzioni di Trisegatori ispirati che ad essa Ije han- 
no presentate. Non intendo già con questo di per- 
suaderli di ciò che non sono nel caso di compren- 
dere; ma solamente di non far disperdere quest'O- 
puscoletto, che per le notizie 'che contiene potrà ri- 
uscire di qualche utilità ai giovani, T istruzione de^ 
quali è il mio scopo principale. 
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LIBRO I. 



DELLE QUANTITÀ* CIRCOLARI , E DEL LORO CALCOLO. 




DELLA DIVISIONE BELLA CIRCOKFERENZA , E DELLA AlISURA 

DEGLI AliGOLI. 



1. Ljk 



necessità di misurare le figure diede luogo 
^llo stabilimento di alcune regole ^ dalle quali surse poi 
una seienza sulla natura e sul rapporto delle grandezze 
figurate , che chiamossi Geometria. Ma non sempre 
gli elementi onde questa misura si derivava erano tali 
che si potevano valutare con moduli meccanicamente 
eseguiti , come avviene quando per avere la base e 
Y altezza di un parallelogrammo o di un triangolo ci 
serviamo del palmo y del piede , o di altra misura li- 
neare. Di fatto era chiaro dalla Geometria , non solamen-' 
te esser valutabile V aja di un triangolo , dati i valori 
della sua bas« «d altezza ; ma anche quando foss« da- 
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lo n rettàngolo de' suoi lati ^ e T angolo da questi 
compreso (*). 

Nel primo caso però la valutazione del triangolo 
«ra manifesta , e poteva ottenersi con misure lineari *, 
« nel secondo vi doveva entrare a calcolo il valor da- 
to di queir angolo ; al che fare non valendo le sem- 
plici nozioni di Geometria , bisognò perciò ricorrere in 
qué' casi a degli altri espedienti , e da ciò derivò la 
Trigonometria generalmente presa , della quale designe* 
rèmo specialmente la natura e la divisione in appresso. 
Sicché una tale Scienza , anche senza aver riguardo a''bi- 
•no ^Qg^^ 4d i^stro nomiaj, della Geografia, e delle operazioni 
^eodesiche , delle quali cose senza dubbio dovettesi far 
uso fin da' primi tempi della Geometria , può essa con- 
siderarsi come di origine puramente geometrica dipen- 
dente dalla valutazione delle figure in que' casi ne' qua- 
li tra gli elementi della loro esibizione vi entravano 
«ngoli. 

Adunque il fondamento di questa scienza è la mi- 
sura degli angoli^ e questa fu facile a rilevarla dagli 
£lementi stessi di Geometria. Un teorema recato da Eucli- 
de , in fine del VP Libro de' suoi Elementi stabilisce un 
arapporto tra gli angoli posti al centro di un cerchio e 
gli archi che gli sottendono , dond'é che facilmente si 
rileva che questi crescendo in proporzione di quel- 
li , potevansene comodamente prender per misura. E 
di tal genere di misure vicarie altre se n' e^ano già adot- 
tate pe' diversi usi della vita. 

%. Dato questo primo passo conveniva dar poi l'altro 



(*) Imperocché in questo caso, come si rileverà facilmente dal 
%ìh, li. di questi £lem«nti , il rettangolo dato de lati sta ali* ajét 
ìlei triangolo , come il raggio al stno del dato angolo* 



di ri^arre la circonferenza a quantità discreta , fissando 
per essa un^ unità ^ si scelse perciò avvedutamente lu 
36on>^ parte di quella , che chiamossi grado. Avve** 
dutamente ho detto , per la ragione che potendosi 
adottare un qualunque altro numera per esprimere la 
circonferenza , sì prescelse quello che in un ristretta 
periodo di cifre conteneva il più di divisori esatti , di 
modo tale che si poteva ottenere espresso per un 
intero la metà , la terza y la quarta , la quinta , la 
sesta , r ottava , la nona y la decima , la duodecima , 
la quindicesima ^ e fin la diciottesima parte della cir- 
conferenza ; il che molto era importante per la co* 
struzione del canone , cioè per la fissazione de* va- 
lori delle linee trigonometriche ^ come tra poco ve- 
dremo (*). 

3. Suddivisero inoltre ogni grada in 60 parli, a dar 
scuna delle quali diedero il nome di minuto primo \ perchò 
chiamarono secondi quelle altre 60 parti in cui sup- 
posero diviso ogni minuto primo , e cosi supposero 
divi&o il minuto secondo in 6a ierzL , ed ulteriormenr 



(*) Vi è chr ha congetturato che la divisione dèlTa circon(etenx» 
ki 36o parti sia derivata dall' essersi diviso il raggio eh' é uguale aU 
la sottesa della sesta, parte della circonferenza corrispondente in 6q 
parti ; ma allora la nostra opinione verrà a spiegare perchè siasi divi- 
so il raggio in 60 parti piuttosto che in altro numero. Alcuni altri ìianno^ 
congetturato che quella divisione della circonferenza avesse avuto luo« 
go dall* antica composizione dell' anno^ in 36o giorni , donde avveniva 
che la circonferenza dell* eclittica restava naturalmente divisa in 36o 
parti uguali ciascuna corrispondente aé un giorno. Ma una tal sup* 
posizione fa dipendere assolumcnte daU'azzardo una ricerca che ncces- 
sariainenle doveva interessare gli usi ulteriori a* qijaH tal' divfsioD» 
della circonferenza doveva esser, destinata; e poi non ispieghierebbcs* 
il perche siasi ogni grado, suddiviso- sessagesimalsieBte , e né. mod^ 
Hcsso il raggio del ccrebicy^ , 



te* La ragione per la quale adottarono di preferenza 
agli altri questo numero 60 fu la stessa della poc^anzi 
«ssegnata per la divisione della circonferenza. 

4« Ad indicare i gradi , i minuti primi , ì secondi , ec. 
sogliono i Trigonometri servisi del ^ , ^ , ^^ , ec* nel 
modo seguente, cosi per esprimere un arco o un an* 
golo di 55 gladi , 23 minuti primi , e 44 secondi , 
scrivono 55* a3^ 44^^^* 

5. Questa comodissima ripartisione della circonferen- 
za ha avuto luogo , con pieno effetto per gli usi a cui 
era destinata , da* tempi più remoti della Trigonome- 
tria fino a noi , ed ha ancor luogo ; se non che è da 
notare che il Keill neìV Introduzione alla sua Trigo- 
nometria di passaggio disse y che taluni , indicando cosi 
il Vieta ed altri , avrebbero voluto che il grado si fos- 
se diviso in parti centesime piuttosto che sessagesime, 
ed aggiugendovi per parte sua , che forse sarebbe stato 
utile di dividere il grado e la circonferenza in ragion 
decupla (*) ; ed i Trigonometri Francesi ultimamente 
hanno ciò mandato ad effetto costruendo delle Tavole 
in cui la circonferenza supponesi divisa in 4oo gradi, e 
ciascun grado in 100 minuti. Noi però riterremo per 
la costruzione dei canone , che qui appresso esporre^ 
mo , r antica divisione , e sarà poi facile il ravvisare 
come possa effettuarsi tal costruzione servendosi della 
nuova divisione : per altro riesce Jo stesso il servirsi 
per gU usi pratici di Trigonometria delle une , o del* 
le altre Tavole , né il maneggio delle une merita al<* 



(*) Quidam gtadum in partes centesima^ , potius qunm se*a- 
gesÌTì^us partiri volimi : et utilius f orlasse esset , fioa gradus , sed 
et ipsum circufum In decupla rationt secare , qaae dù^isio forsart 
alìquando ohtinébiU 
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cuna preferenza ogni qual volta le Tavole 6Ì abbian gii ^ 
come tante ve ne sono esattissime , belle e costruita ^ 
e può poi anche farsi uso delle tavole decimali ne* casi 
che gli angoli si sieno misurati in gradi per T antica di- 
visione , o al contrario , non essendovi bisogno che di 
una semplicissima riduzione* 

Intanto per metter tutto il rigore geometrico che 
SI conviene nel sistema esposto per la misura degli an- 
goli per gli archi di cerchio, stabiliremo i due segueu- 

4i Teoremi. 

» 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA, 

6. Tutti gli archi di. cerchio descritti tra i lati di 
un angolo , preso per centro il suo vertice , contengono 
lo stesso numero di gradi « minuti. 

Sia r angolo BCR , e tra i suoi lati sieno d^- Jig. i. 
scritti co* raggi CB ^ Cb^ e col medesimo centro C gli 
archi circolari BR , ir , e di più sicn completati i 
quadranti BAC , baC ; starà V angolo BCR ali* angolo 
BCA , come T arco BR all' altro BA*, E similmente * 33. VI. 
r angolo bCr sta ali* altro bCa^ come Tarco br all'arco 
ba. Mai 1* angolo BCR sta ali* altro BCA , come V an- 
golo bCr air altro bCa : adunque sarà pure 1* arco BR 
air arco BA , come 1* arco br ali* arco ba ^ cioè il nu- 
mero de* gradi e minuti di BR starà a 90® , come il 
numero de* gradi e minuti di iir a 90®. Laonde gli 
archi BR , br dovranno essere dello stesso numero di 
gradi e minuti. C. B. D. 

7. Cor. Da ciò si vede, che qualunque sia il rag- 
gia di un cerchio , è invariabile il numero | eh* espri- 
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me in gradi e minuti il valore di un angolo , eh* è al 
«entro di esso. ^ 

PROPOSIZIONE U. 

T E o a E X A. 

8. Due angoli disuguali posti tC centri di due d^ 
mguali cerchi^ sono ira loro in ragion composta da 
quella degli archi che gli sottendono y e dalt inversa 
de* raggi de^ cerchia 

M* *• Sieno i due angoli BGS , bCr posti a^ centri di due 
cerchi , che abbiano disuguali i raggi CB , C&, e che 
si suppongano descritti intomo al comune centro C» 
É manifesto che l'angolo BCS stia all^altio BCR , co- 
me r arco BS all' arco BR. Ma è ppi BS a BR in ra*- 
gion composta di BS : &r , e di br a BR , o sia di BS a 
ir , e di C^ a CB. Adunque starà pure T angolo fiCS 
all' altro BCR , cioi a bQr y in ragion composta dalla 
ragion degli archi BS , br che gli sottendono , e dalla 
reciproca de' raggi Cb y CB di c{ue' cerchi intorno a 
cui centri essi sono posti. C. B. D. 
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GAP. n, 

BELLA HÀTVaA belli QUANTITÀ* aRCOLAU , B BUI» LORO 

RAPPORTO. 



g. 27^. 1. Complemento di un arco è la differen- 
RR di esso dal quadrante. 

E Supplemento di un arco è la differenza di esso 
dalla semicirconferenza. 

Cosi r arco di 3o^ tien per complemento quello 
di 6o*^5 e'I complemento di 6o^ è T arco di 3o®. 

E r arco di i5o^ è il supplemento di quello di 3o*, 

io. Def. 11. Seno di un arco è la perpendicolare, 
che si abbassa da un suo estremo sul raggio , che pas- 
si per V altro estremo. Questo seno suol dirsi seno rei* 
io y o seno primo. 

1 1 . Cor. i . Il seno d^ un arco è lo stesso di quello 
del di lui supplemento. 

12. Cor. 2. Prolungandosi il seno di un arco fino 
ad incontrare un'altra volta la circonferenza è chiaro , che 
si otterrà la corda delP arco doppio del dato ; che per- 
ciò si vede , che : Il seno di un arco è la metà del^ 
la corda delV arco doppio. 

i3. Def, 111. Tangente d'un arco è quella retta, 
che il tocca in un suo estremo , e si distende insino al 
ràggio prodottovi per V altro estremo, 

i4. Def. rv. E tal raggio prodotto insino alla tan- 
gente di un arco , si dirà di lui segante. 

i5. Def. V. Coseno di un arco è il seno del di 
lui complejQQiento. E Cotangente dì un arco è la tao' 



gente del di lui complemento. E si dirà Coseganie di 
un arco la segante del complemento di esso. 

16. Def. VI. Senoverso di un arco è quella par- 
te del diametro interposta tra un estremo dell'arco 
stesso e1 suo seno retto 5 ed esso risulta, come si 
vede , dal prendersi la differenza tra il raggio ed il 
coseno dell* arco. 

Il senoverso suol chiamarsi anche saetta y^colh 
ipxal voce il designarono i Trigonometri antichi. 
fg. 5. .17. ScoL Per illustrare le precedenti definizio* 
ni , ad un punto qualunque M del quadrante AMD 
si conduca il raggio CM , che si produca verso T. Ed 
abbassate dal detto punto le perpendicolari MP ^ MQ 
su i raggi AC , CD , si tirino agli estremi A , D del 
quadrante le tangenti AT , DS , che inconti-ino in T , 
S il raggio CM. 

Sarà MP il seno dell* arco MA , AT ne sarà la 
tangente , e CT la segante. Inoltre le rette MQ , DS, 
CS si diran coseno , cotangente , e cosegante del det- 
to arco AM rispettivanìente ; poiché tali rette sono il 
seno, la tangente, e la segante dell'arco MD , eh' è 
il complemento di AM. E finalmente la PA sarà il se- 
noverso del proposto arco AM. 

18. Le quantità descritte nelle definizioni dal 
n®. 10 fino al 16 sono quelle che si sono dette quan- 
tità circolari , ed esse chiamansi anche linee trigono- 
metriche , perché è per loro mezzo che si perviene al- 
ta risoluzione de' triangoli , oggetto della Trigonome- 
tria 9 come vedremo a suo luogo. 

19. Le suddette linee trigonometriche hanno tra 
loro il rapporto che ora passeremo a rilevare. 

Per la similitudine de' triangoli T AC , MPC sta 
AT ad AC , come MP a PC ; cioè : la tangente delVar^ 
CO AM qI raggio , come il $eno dello stesso arco al 



iaò tùietio. Ed essendo parimente CT a CA^ come 
CM a GP ; starà Za ségànie di kn ìtrcó al raggio , \co' 
me il ràggio al coseno» Finalmente , per la simiglian-- 
za de' triangoli GAT , CBS ^ dee stare TA ad AC « 
come CD a DS^ cioè il raggio : dee esser medio proporr 
xionàU tra la tangenie j e la cotangente di un arco. 

Ed indicando per 9 un qualuncpie arco ^ e per Jf 
il raggio del cerchio cui si appartiene , della ìqpul ìèt-* 
tera ci serviremo sempi^e in appresso per dinotare un 
ragS^o indeterminato di oerdiio, ke né rileVeitono pes 
le sue linee trigonometriche le seguenti equazioni ^^ 
tnoi 

. Ji' «en. ^ 
tang* 9 ^— ^ i '■ 

COS. ^ 
COS. f 

ìR^ /t.cos.è 

tot. A 3=1 ^ ^ -i = fc' . ■ » '■ . 

^ tatig« f setti f 
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GAP. m. 



Pe* SBGlll CHE A¥PARTBFGO»Sl ALLC LnCEE TKtGOJSIÒUÉ* 

' TRicttB ve' Quattro diversi QxrADRAirri del cerchio, 
E dbWalori ch'esse hauno itegli estremi di questi. 



jlg^ 3^ te. Nel cercUo ADBE si tirino due cliameiri AB^ 

I)E perpendicolari tra loro , e gli archi dell'intera cir- 
conferenza s' incomincino a contare nel quadrante A0 
da D verso A ; è chiaro , che di un qualunque arco 
DM minore del quadrante DA , ne sia MP o CQ il 
coseno , e DQ il senoverso. Ciò posto la MP perpen-^ 
di colare al diametro AB si prolunghi in m, e si vedrà 
che r altro arco DAm supplemento di DM ahhia per 
suo coseno la mP , o Cqr , uguale a CQ , e per senover . 
so la Df . E perché il coseno C^ deve essere quanto la dif« 

* è5^ ferenza del raggio CD , e del senoverso D^*^ , perciò una 
tal Cq dovrà risultar negativa. Vale a dire , che : uri 
arco minore del quadrante , e 7 suo supplemento han* 
no lo stesso coseno 3 ma questo è positivo per lo pri" 
mo 9 negativo per V altro. Si ahhassi ora da ut la mqm 
perpendicolare al diametro DE , si vedrà , che V arco 
DAEm^ minore di tre quadranti , e maggiore di due 
ahbia per suo conseno m^pj o sia G^^ cioè lo stesso di 
quello deir arco DAm , o anche quello di DM , o Em^ 
preso negativamente : cioè : un tal arco aura per co* 
seno quello del suo eccesso sulla semicirconferenza ^ 
preso negativamente* 

Finalmente da 17/ si ahhassi sul diametro AB h 
perpendicolare m^pM^ j sarà Mfp il coseno dell* arco 
DAEBM^ 9 ed esso pareggerà QC coseno di MD ^ o di 



JDMf 'f , ossia un arco maggiore di tre quaitanii^ e mi^ 
fiore dfella circonferenza aura per suo coseno quello stes- 
so che si ' appartiene àlV arco cK è il compimento al* 
V intera circonferenza. 

E dalle cose finora dette in questo numero si ri- 
leva, che: // coseno di un qualunque arco di un qua^ 
drante sia anche coseno del suo supplemento ; to sia 
inolire della semicirconferenza accresciuta di esso \ e fi^ 
nalMente della circonferenza minorala di esso : per lo 
secondo e ferzo de^ suddetti archi però bisognerà pren-- 
derlo negativamente* Cioè' indicando per ^ queir arco ^ 
per n il suo coseno , e per ir un quadrante , sarà 

COS. 9 ..... =3 cos. {^nf — * ^) zs^ n 
e cos. ( 2 ^ — 9 ) =:= cos. ( a 'R* + $ ) = — n 

SI. Premesse le considerazioni su i coseni degli 
archi deir intera circonferenza , sarà facile il passar da 
esse a quelle de' seni per gli stessi. S* incomincino di 
fatto tali archi a contare non più da D verso A , ma 
al contrario da A verso D , è chiaro che QC coseno 
dell' arco DM , e dell' altro DAEBM^ , sarà setio dell'ar- 
co AM , o pure di ADM^ , che sono supplementi Tuno 
dell' altro. . Similmente Cq coseno dell' arco DAm , e 
dell' altro DAE/n^ , sarà seno dell' arco ADBm^ , o pu- 
re dell'altro ADBEm, il primo de' quali eccede la se- 
micirconferenza per r arco Bm'^ = AM , e l' altro mai^ 
ca dalla circonferenza per rarcoAm uguale allo stesso 
AM. Adunque 1 due indicati archi , 1' uno maggiore 
della semicirconferenza , e minore di tre quadranti , 
l'altro maggiore di tre quadranti, e minore di quattro 
hanno i loro seni negativi » e ciascuno- quanto quello 
di uà arco minore del (Quadrante. E dalle cose finora 
espaste in questo numero si rileva , che : // seno di un» 
^QQ minore del quadrante ; è anche seno del suo suph 



pkmenio , della semicirconferenza accrescala di eàso , f 
<2a/2a circonferenza minoraUi dello stesso ^ ma per que^ 
eii due ultimi archi deve esser preso negaiiuamente» Cioè 
servendosi delle stesse indicazioni di poc' anzi per gli 
archi j ed indicando con m il seno dell' arco f sari ^ 

^en. ^ ..... =5 sen. (a* — ^ ) =? m 
«en, ( 2^ + ^)== sen. (4^— (f)=;^in 

22. Or siccome le alt<*e linee trigonomelriclie si 
4erivanQ da queste , e dal raggio del cerchio , per 
mezzo dell^ analogie recate nel n®. 19 , è perciò facile 
ad intendersi, che : Le linee trigonometriche di un qualunt 
que arco minore d^l quadrarkte debbano appartenersi anche 
al suo mpphmento'yad un arco qhe risuUa doLVagg^iu^ere 
al proposto la semicirconferenza 5 e finalmente a quello^ 
ohe si ottiene togliendolo dalla circonferenza. E sarà fa? 
cil cosa il vedere quali segni debbano tali linee tri- 
gonometriche avere in ciascuno di questi altri tre casi, 
col tenersi conto de^ segni de' seni, e coseni cpirisponi; 
denti. 

a3. Adunque una volta che siensi esibite le linee 
trigonometriche per tutti gli archi di un quadrante , 
si sapranno anche quelle per tutti gli archi dell' inte- 
ra circonferenza -, il che è sufficienti^simo per gli usi 
ordinar) della TrigoDometria , della Geografia , e del- 
1* Astix>nomia > e solamente bisognerà far attenzione al 
segno che bisogna dare ad e^se. Ed è per questa legione ^ 
che le Tavole Trigonometriche non contengono 9 • che 
solamente le epressìoni • di tali linee per gli archi del 
quadi^nte. 

^^i/EtVolevAo poi estendere un poco le precedenti 
considerazioni , sarà facile il rilevare , che Je linee ti'igo- 
Dometriche di quegli archi>, che risultano dal sonunare 
ad una , due o più circonferenze uq arco qualuaque 
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9i essft, siano le stesse di quelle di un tal arco aggina* 
to. Cosi clie dinotando con ^ la circonferenza di w 
cerchio, e con ^ un suo arco qualunque, sia 

sen. ( » -jr + 9 ) = sen. <f 
cos. ( » ^ -f- ^ ) = cos. ^ 

e sinulmeìite per k altre linee trigonometriche* 

a5. Finalmente convien qui far anche notare, 
quali sieno i valori delle linee trigonometriche negì 
^stremi de^ quattro quadranti. 

Dalle definizioni ii., iii.,e iv. ai ricava eviden- 
temente , che nel punto A dal quale s' incominciano t 
computar gli archi della circonferenza ADfiE , il qua! 
punto viene indicate da o^ , sia o il seno , e la tangen* 
le ; e che la segante sia espressa dal raggio CA : « 
poiché il complemento di un arco o^ è go^ , cioè il 
quadrante AD , il cui seno è il raggio DC , il maggioar 
di tutti i. seni , detto perciò massimo ; quindi si vede , 
«che il coseno dell' arco o^ dehha essere generalmente 
espresso da A. 

Inoltre dall^ medesime definizioni si rileva, che il 
coseno del quadrante AD sia o , e che la tangente , € 
la segante sieno infinite \ poiché la AT ) ed il raggici 
CD non posson mai incontrarsi , essendo parallele. 
Neir altro estremo B della semicirconferenza ADB ri« 
torna ad esser o il seno , e la tangente ^ e il coseno* 
dovendo esser quello stesso ddr arco o^ supplemento 
di 180.^, preso però negativamente, sarà quindi espres- 
so da *-i» CB , o sia — t R: ed anche — - R sari la se-- 
gante , come si rileva fàcilmente dalla seconda analo-*' 
già del n.^ 19- 

AUa fine de^ tre quadranti , cioè nel punto E , il 
coseno diviene o , il seno è CE.preso : negativamente ^ 
fipè «qii^ /{ ^ eosie facilmente si v^e j^ e la tan^^ent^ 



eia gigante si fanno di nuovo infinite i per la stessa 
j9^ipne detta di sopra : il loro segno sari però quel- 
lo, che gli viene dal tener conto del segno del seno 
e del coseno di un tal arco. Finalmente air estremo 
A di quattro quadranti , o dell* intera circonferenza 
/DBE A , divien nuovamente d il seno ; ed il coseno , 
e la segante si fanno quanto CA , cioè R \ e quindi U 
tingente é anche o, ' 

26. Premesse le cose dette ne' due numeri prece* 
denti , ecco per ajuto della memoria la seguente 

•••••• 
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a^». Il seno di un arco , la di lui tangente , la se* 
gante , il coseno , la cotangente , e la cosegante sono 
le linee trigonometricke adottate da' Geometri per la 
risoluzione del triangolo. E le linee trigonometriche 
dfelP arco AM appartengono es^iandio a]l>ingolo ACM» 
di cui quello è nàura. 

! «&• Or le suddette tinee trigonometikhe ^ non essen* 



Si Tftlaoff oiis9>]iiA« 15 itb. «i 

Ao in effetto grandezze geometriche ^ come {Jaih che 
indichino le definizioni quassù rapportate pdr esse , 
ina bensi numeri , possono perciò modificarsi nella se« 
guente convenetol forma. Cioè , prendendo il raggio» 
per 1* unità delle linee trigonometriche ^ coile costu-- 
masi eli fare. 

n seno deir arco AM è* il valor numerico , che 
tiene la perpendicolare abbassata da un suo estremo 
sul raggio , che passi per 1* altro : la tangetfte di un 
Arco è il rapporto del seno ai coseno di esso ^ e la se« 
gante è quanto V unità divisa pel coseno : cioè ^ 

tang. ^ =fi seg. ^ sa 



COS. 9 cos* ^ 

PROPOSIZIONE ni. 

T X O K E X A. 

S9^ Le linee frigonomeiriche di, due atchi detta 
ttesso numero di gradi e minuti , presi in cerici diver^^ 
si , sono proporzionali a^ raggi de'* cerchi. 

Intorno al centro C si descrivano co* raggi CB, At* >^ 
Cb ì due quadranti circolari BRA y bra , e poi si tiri 
il raggio CRr ; è manifesto che i due archi BR , br sot« 
tendendo io stesso angolo in C ^ debbano esseie dello 
stesso numero di gradi , e minuti * • Ciò premesso si * •, 
tirino tutte le linee trigonometriche di tali archi ; è 
chiaro che i triangoli CRN, CRn sono simili tia loro^ 
che perciò le RN , r» , e le CN , Cn sono proporr 
rionali ai raggi CE , cb : ed essendo CB : Ci : : CN r 
£n \ sarà permutando , convertendo , e di nuovo per- 
mutando CB : Cb : ; BN : bn. Essendo poi simili gli 



^^^; ì6 « L^i iiiir V I 

altri trìiBgoli CBD , C3(i , sto BG : &C ! : BD : bd*.t 
CD: Cii. Si é dunque dimostrato che le linee trigono- 
metriclie deU' arco BR ^ e quelle dell' altro òr sono 
proporri^naH a' raggi CB , Cb. C B. D. 

3o. Cor, Quindi quel numero ^ eh' esprime !• 
linee tri^nometriche in un dato cerchio ^ per un arca 
determinato , e per lo raggio diviso in un dato nume* 
ro di parti, rappresenterà anche le linee trigonometria 
che di un arco dello «tesso nnmero di gradi e minuti in un 
altro cerchio ) purché il raggio si supponga diviso simil* 
mente al primo, E se i raggi di due cerqfai sieno lappre* 
sentoti da numeri diversi ^ le lineejtrigonometriche cor- 
rispondenti a due archi dello stesso numero di gradi 
minuti .presi in essi , dovranno esser dinotote da nn* 
meri proforzionali a quelli esprimenti i raggi. 

Che perciò si Serberà invariato il valore delle linee 
trigonometriche di un arco in parti del raggio , se que- 
sto si sujponga = i • Ed una tal supposizione è stota 
adottoto ^a tutt* i Trigonometri , dal Regiomontono in 
poi y perchè la più semplice , e la più comoda. 



GAP. IV. 

DsL CÀHOSE niAONOMBTIUCO , B DEI.L1 1|A«ÌBRA OX CO* 
ITRUIBLO , SBRVBMDOSI DI FAIVCm RlCAVÀT} PALLA CmOU%^ 
TUIA ^UEMEJiTARB* 



3i. 27^ VII. Canone trigonometrico è una tavola, 
ove a ciascun arco minore del quadrante , ed et^presso 
ne*' suoi gradi e minuti , ascrivonsi i valori numerici" 
delle linee trigonometriche , che gli appartengono, pre- 
sovi per unita il raggio. Un , tal registro di finee tri* 
gonometricbe , dicesi volgarmente TaìHpla de* seni, 

32. Cor. Dividendosi ogni grado in 6o^ , il qua* 
drante , eh' è di 90^, sarà di 54oo''. Laonde saran pu- 
re 5400 queglt archi minori del quadrante , che vadan 
successivamente crescendo di un minuto. 

Nella tavola de* seni il primo arco , cui appongou- 
si le sue linee trigonometriche , è di 1^. II secondo è 
di 2^ ^ e cosi successivamente per 54oo termini , V ul- 
timo de* quali è di 90^. E per evitare i fratti nel com- 
puto di ciascuna linea trigonometrica j il raggio , cV 
erasi preso per T uniti, sMntende diviso in 1 0000000 , 
o più parti decimali. E ciascuna di dette linee vedrassi 
espressa nel solo numeratore di un fratto decimale , 
cui si sottintende il denominatore 10000000. 

33. iS'coZ. n canone trigonometrico riducesi a ri- 
solvere il seguente general problema. Dato U rapporta 
numerico di un arco al quadrante , ritrovare il rappor^ 
io che serbi al raffio, ciascuna linea trigonometrica di 

e$so aTGQ% 

3 



lit^ Gostrozione di questo canone , dagli antichi 
esiCguivasi con operazioni aritnietiche a certe grandezze 
geometriche applicate , e da^ moderni 9Ì suole ai|che d^ 
akime analitie^ esprestioni rileTare. Esso svol distin^ 
guerci la lineane ^ o noftinsk.; ed a^^ciale » ìogarUr^ 
mico. U lineare è il già definito. E 1 logaritmica esir 
Lisce i logaritmi volgari delle linee trigonome^iche j 
f ome nelle comuni tavole de' seni si osserva* 

LEMMA* 



34. Se sono tUU^ V esfresdowi numèriche di àusi UUi 
di un iria^golQ refiuagolo , sarà anohe dola quella del 
rimaneuie {aio» E ciò soyente qUiensi per approssimar- 
zione* 



J^. 4. CoSt i* Supponga^si dati i valori de' cateti RN , 

NC del ti-iangolo RNC rettangolo in N ; sarà In 
soinniu de' quadrati di questi due valori y o di questi 
due numeri , uguale al quadrato di quel jp^uoiero, die 
n' esprimerebl)(e V ipotei^usa RC. Adunque la radice 
quadrata della somma dell' fspressiom de' due cateti NR, 
NC sarà 1' espressione dell' ipotenusa RC. Che s^ la 
retta RC sia inGommei]fSuraI]|ile alle RN , NC , come il 
' più delle volte avviene , V anzidella^ radice non potrà 
aversi esattamente » ma per approssimazione ; e tal ne sari 
il valore dell' ipotenusa RC. 

,^ Cas. 2. Se diasi in niMnerì l' ipotenusa CR , e 1 

^f:ateto NR , 1' altro cateto NC sarà espresso dalla rar 

dice della differenzi! del quadrato dell' ipotenusa CR ^ 

e di quello del cateto IIN« Lo cba ai 4iinpstra come 

nel precedei)te casow 



ì)ì TulGOKOXBTEXi. 



^^ llib. t. 



P R.0:POSI2 IONE fV. 



t B » r it t. 



«25* 12 «aien» d{ ù» «ih^ i la radice della àiffe--^ 
arenata elei Quadrato del raggio , e -del ^fuadnUo del se- 



L^ar6o ilB iiiesi'per seno il valor numerico delb ^. 4« 
pérpendtciokkiè %N cal&ia ^1 auo esti^emo S. sai l'af^ 
CB y ^ébe pa&^ .per T altto estremo B '^^ £ Id steMo * ad. 
arco Ila per coseno il valore numerico cklla RAI ^ *o 
della sua uguale NC . Dì più il raggio trigonometria 
*«o AC ili Sporto Uguale ai i. Diin<{ue «Ulle-dale èspres«» 
iÉÌoni 4eUMp0ten«sà RC ^ e ddl tateto RN del tfiango- 
lo rettangolo. RNC, ;qhe dóno il raggio ^ e1 s^no del- 
r arco RB ^ si avrà ^ per lo teorema precedente , il va- 
lore dell' altro cateto CN , cioè del coseno dell* arco 
%B ^ ed el sali la ratìiee déìla differenza de'' quadrati 
del raggio , e del seno di esso, at'oo. /CBiD. 

36. Scoi. L' arco RD sia di 3o^ ; il suo compie- 
merito ?IA di I6ò'^ ne isàrà doppio ; e là còrda A A di"^ 
t^esto ^ cV é 3 iato dell* esagono , e perciò tignale <al 
ì^aggiòAC^ dbèsìippOnéA i ^"^ dbvèndó esisère il dòjipio' ' 
del seno RN dell* arco RB^, sarà quindi sen.3é^=±ya; * ^U 
e per confte^^zà 4lM ^ NG , tMé sèm6o^ , o purq 

^$.$a:^ «»: VK »-^ «^ ) «= ^ V ^- 
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PROPOSIZIONE V. 

T B O a B X A. 

3^. Se nella eireon/erenxa di un cerchio prendansl 
wùnque due archi eoniigui ed uguali , e da un punio 
delta mede$inui circonferenza cadano ire reUe agli èsiremi 
loro: torà la corda di uno di essi archi a quella deWar^ 
eo doppio j come la media di coiesie incidenti alla som^ 
ma delle incidenii estreme^ o alla loro dijfèrenaa^ se^ 
eondochi quel punio stia fuori de* due archi ugwdif o si 
ritrovi in uno di essi. 

Jig^S, € 6. Vale a dire , se EF ed FG sleno i|ae* due ardii 
uguali y e dal punto A della circonferenta eadaao ag U 
ettremi loro le tre rette AE , AF , AO , sarà 

EF : EG : : AF : AG ± AE. 

Ove il segno ^ nelt ultimo termine yale per la 
Jlg. 5 , el — per la.6. 

« . • ■ 

fi$. 5. Cos. 1. Per lo quadrilatero AGFE Inscritto nel 

proposto cerchio deve essere AFxEG ss AGXEF -f> 
• D. ih AEXF6*=EF ( AG + AE ) , essendo EFsFG. Adun* 
qué sari , . 

EF : EG : : AF : AG: + AB 

fis. 6. Cos. a. Simiknenfte a cagion del quadrilatera 

GFAE inscritto nel cerchio EAFG , é pure AGXEF=3 
AE>^FG -h AFxEG ^ cioè EF (AG~AE) ss AFXEG. 
Adunque dovri essere 

EF : EG : : AF ; AG -» AE. 
E perdi se nella circonferenza ec. G.B.D« 



\ 



38. Cor. i. Per restremo E dbsU'arco EF si tiri ìl>ff«§,*54 
diametro ER , e si coogiuQgano le altre due rette FI9 

FR ( I è li centro )• Saranno simili i due triangoli isosceli 
EGF ^ FRI , per avere uguali i due angoli FGE , FRE 
&ttì in una medesima porzione di cerchio. Onde stari 

EF : EG : : FI : FR. 

39. Cor. 11. E paragonando quest^ analogia colle 
ultime de^Casì i. e a. del proposto Teorema, ti «yri. 



FI : FR : : AF : AG ± AE , 

Cioè : LHncideiìie a quel punto medio dee stare alla som- 
ma o alla differenza di quelle due altre incidenti^ cotrte 
il raggio del cerchio alla corda del supplemento di uno 

di qué" due archi uguali. 

' . . . > 

PROPOSIZIONEVI. 

T s o a E M ì. 

t 

• » 

4o. Daltestremo' A del diametro AH del cerchio ALSf fg, ^^ 
si tronchino successivamente gli uguali archi AB^'BÓy , 
CD j DE ^ EF y FG^ ec, qualunque sia il numero di 
essi y o la grandetta di ciascheduno ^ e poi da queW 
estremo a" punti delle divisioni B , C , 2> , ; JT^ Ì^ , G t 
ec. si tirino altrettante rette AB^ AC , AD , AE , AF^ 
AG^ee. Dico esser ciascuna JU quelle corde alla som^ 
ina di quelle due ch^.le sono prossimamente vicine da 
una parte e daWaUra , come il raggio del detto cerchio 
alla corda del suppletnenio di uno di qutgU atchi nguaU. 



i I 



Cio^ per, qualttique punto F. di tal , divifionf de- 
ve stare . ' ' 
AF : AG+AE : rBI : BH 



Uh. i. ^t fc 1 E it « if ♦ I 

Dim. il presenle teofema ritròTflsi già dimoittató 
nel Cor. i. della Propodd<me pfrecedènite. 

4i« Còr« Supponendo il toggio Aitigli ^wtA 

AP : AG -f AE t : 1 : !BH 
% quindi 

AF K BR £= AG + JSE^ 
ovvero 

AG = AF X BH — AE. 

Cioè: Ciascuna delle corde AC^ AD , AE^ AF^ AG^ ec» 
sarà uguale ut p^d^tio dMa sua precederde per la cor* 
da supplemeniale 3ff , diminuito dellU corda rantipro • 
cedente. 

4^* ^ iraducendo questa (enunciazione id espj£s^i9ne 
trigonometrica , col sostituire alle corde il doppio seno 
della metà dell' arco contermine , ed alla corda supple- 
mentale BH il -doppio coseno della metà del primo ar- 
co AB , il quale dinoto ora con a^ , e perciò con 4^» 
69 , 8f , ec. gli altri che corrispondono alle corde 
AD, AE ec. , e finalmente dividendo per 9 le equa- 
vsioni risultanti \ si avrà , incomincianda dalla cor- 
da. AC 

sen.af = a. sen. ^ cos.f 

fee*»r3f c= Btae&.d^ eos*^ -^.sea. 4 

- si: o L IO. 

48. S'ireMl^ltro ys«!r«uo^ fl )Si^^ 
ai conducano a^ medesimi punti delle divisioni C , D , 
ES F, G',' ec. le altrfc éùtde HC , HD , «E , HF , 
HG , ec. i è chiaro che dehba anche essere 

Bl'^feH: : HP **B+HG 



Cioè : %H raggio del c0rchM^ alla cordtk mtfipìommialit 
Jfff , coma cimcuna di ^j^fiUe afbse c0fde aUck liDmm^. 
di quelle d^e cA# fo sono- prqsdmaa^iUet , ideine 4a i^m 
parie e daWalfra. 

44- £ sufipmi^miii> 9mim ih ifUjesU casa il i«ggi#». 
cioè BI=?i , si trovesà, come mA Cor. al n^. 4^ » che : 
Ciascuna di queste corde sipplemerUfiU è quani€f il pr0-% 
4ottQ di quella' BH u^U^ sucf precedente j, UminMMo deU. 
la corda antiprecedente . Cioè , daodo a <|uelle co^« | 
valori trigoQonifirìci ^be i^ i^sse corjrì3po]idQiio ìm dop- 
pj coseni delle metà degli archi computati da A , 4gli^ 
estrf^mi de' quali , soiio asse rìspettivamente tirate , € 
poi dividendo per 2 le espiazioni risultanti,^ sari per 
le corde HC , HD , HE , ec, 

pOS.29 = 3.COS/9 — r I 

COS.39 ^^ a.COS«29 C0S«9 COS. ^ 

dos4f == 9«cos.39 cosuf *— - CQ5«af 

ec. 

PROPOSIZIONE yii^ 

rr E O A E K A. 

45. /{ seno della tomma, di due archi i quanto la 
somma de* due prodotti , che si haftno moltiplicando vi" 
cendevolmente il seno dtW uno per lo coseno delValiro ^ 
posto il raggio uguale ad 1. 

E il seno della differenza di essi archi i quanto 
la differenza di que'* prodotti stessi^ 

Sieno dinotati daf e 6 gli archi proposti, de* qua- A* t* 
)i .9 sia il maggiore j e ciascuno suppongasi minore del 
quadrante. . Ifelln d9C$^etmzSi^' ÀfiÙ del nigf^ 1 9 4fl 



medesimo pmiU A, «^ intendano preti' gli archi AB , 
AD 9 r un de* quali ria il doppio dell' arco ^ , e P al- 
tro di ; e tiralo per A il diametro AR , ai giungano * 
U AB, BR, AD, DR, BD : è chiaro, che la corda AB. 
aia il doppio del seno della meti dell* arco cont^^mi- 
ne AB , cioè ^anto a.sen.^ , e che AD ' aia quanto 
a .sen.O. Similmente le RB,RD saranno respettiTamen- 
te quanto a.sen. ( 90^ -— f ) e s.sen. ( 90® — - d ) 9 cioè 
quanto a.cos.^ e a.cos.d. 

Or per lo quadiriiatero ABRD inscritto nel dirlia-» 
lo cerchio, è 

BD X AR s AB X DR + AD X RB 

ossia , prendendo la metà di ciascuna di queste rette , 
• poi passando da ess(t alle linee trigonometriche che 
si è qui sopra veduto dinotarne , sari 

seo. ( f -|- ^ ) =sen.9 cos. 6 -f- sen.9 cos. ^. 

Inoltre prendasi T arco Ad uguale ad AD , e si 
giungano pure le corde Ad , dB , dR , sarà di nuovo , pel 
quadrilatero AdBR inscritto in quel cerchio , 

Bd X AR = AB X Rd — Ad X RB. 

E ripiegando dalle metà di queste corde a' seni e 
coseni degli archi f , da esse rappresentati , si vedila 
essere 

s^n. ( f *"** ) =3 sen.f cos. — « sen.0 cos,^, 
E perciò il seno della somma di due archi , ect 
C^ B. D. 

^6. Cor. 1. Sq r arco 6 fosse uguale alP al- 
tro ^, r equazione di sópra ritrovata per sen. (9+d) 
ai trasmuterebbe , pel seno dell' arco doppio , nella se« 
guente 

semsif = a.sen^f cos^f 
^kf è identica alla di gii ritrovato ud $< 4^^ 



/ 



^1 Tri G OSTO Hit Tiiil» s5 lift. V 

ì(7< Cor, II. SuppoBgttfti Tarco ^ di 6e^; e Tal- 
Ira 9 non mai^giove di 3o^^ e riflettendo che il coseno 
di 60% cioè sep. 3o^ = 1/2'^, le due forinole dì sopra * Mr 
assegnate pisr sen.( f + ^ } 9 ® s^i^*( ^ — ^d ) si trasmute* 
Iranno nelle qui appresso , cioè 

sen.(6o^-f'^) ^ sen.6ò® cos.S -|- 'A '^^«^ 
sen.(6o®— fl) = sen.6o* cos.6 — »/a een.d 

^ sottraendo la secopda di es^e dalla prima, si avri 

sen. (60* -{• fl) — sen.( 60* — 6 ) ss sen.d 
Imde sen. (60^ -f- 6) = sen. 6 -f" seA.( 60^ — ) 

Adunque : /{ seno di un arco nuiggiore di 60* 
i quanto la éomma di due sèni , uno delt eccesso deU 
Varco proposto su. quello, di 60®, e T altro delia- 
differenza ira V arco di 60^ , e V eccessi poc* an%i 

detto. 

I 

PROPOSIZIONE vm. 

» 

T S O R E 11 À. I 

48* H coseno della, somma di due archi i. quanta 
il prodotto de"" coseni di essi archi » toltone quello de* 
loro seni. E 7 coseno della differenza di due archi par, 
reggia la somma deH prodotti poc^ anzi delti. 



\ 
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Sieno come ne] .Teor* precedente ^ e gli archi fg, g^ 
proposti, ed AB , AD i loro doppj presi nel cerchio 
del rag^o i. Per gli .esti^mi A, D del miiàor arco 
AD conducansi nel cerchio i diametri AR , DH ; e 
congiuntevi le corde AB , AD , BD , si tirino le loro 
supplement^li BR , AH , B^*. Sarà pel' quadrilatero 
ABH^ inscrìtto in questo cerchio 

m X AR =1 BR X A« — AB X RB 

4 ■ • - ■ 



tift. !• d9 il t S X « W T f 

£ passando dàlia meti di «pieste corde a* f e sp è t th l aesf 
e coseni degli archi ^ e 0|, €Oik ostenrare die T arco RHl 
eguale $1V altro AD , sarà 

COS. ( ^ -)- 9) ==: cos.^ cos.d^-sen.^ sen.ft* 

Qr preso rarco Ad==AD, similiiieiite per gli estre''* 
m A , (f di questo si conducano nel detto cerchio I 
diametri AR , d& , e si tirino benanche le corde de^ , 
gli arciù AB , Ad , Bd ^ e quelle de^supplementi loro. 
Sarà manifesto essere T arco RA ngUale all' altro Ad. 
E per lo quadrilatero ABRA inscritto nel cUvlci^to cer- 
chio dovrà essere 

BA X AR = RB X A& + AB X Rfc. 
)S passando daUe corde a^ seni ed a"* coseni dì cui 
esse sono i deppj, sarà 

cos.( f — d ) =s eos.^ C0S.9 -f- sen,^ sen,d 

Laonde il coseno della sonuna di due archi 
ec. C.B.D. 

49* Cor. Ponendo nella prìin^ delle formqle del 
presente Teor. f == d , si ayrà 

cos.!i9 == cos,*^ -^ sen.*f • 
la qual formola pel coseno d^H'arco doppio par^gq* 
nata con quella che si ottenne nel $. 44* ^^ 

cos.*^ + sen.*f = ; 
fspme fu diinostrato n^l 5? 35. 

SCOLIO 

per le due precedenti Proposizioni. 

5o« Sebbene le formole quassù recate pel seno e 
coseno di un arco , che sili la somma p la diiFerenz^ • 
di due dati , si trovino dimostrate nel caso che ciascun 
IfkQ fU questi arcali sia làiiioré àet quadrante : ^ss? pe- 



tot iTiiftto voìixtitii. 97 ^^'Jff 

|è 9 ^1^ nietzo di quanto fu Stabilito oel Cap^ lìl. , poa* 
isoBsi ageVolmetite eàtendere a due arclii ijoalunque, 
che, per le più generali conisideràzioiii trìgonometri* 
' the , l>asterebbé che fossèiro rappresentati da 90^4^^ 
e go'*+*. 

In effetto b' incomittci dal supporre ^ cbe uh solo di 
ijuestì archi sia 90*^^-^ , e V altro continui tuttavia ad 
teser d ^ sari sen>( 9o^-{-^ ) =s cos.^^ cos.( go^-f^^ ) :te 
«^- seii.^ , e 

sen, ( 9ò^+^+é ) =3: + <5os.( ^+6 ) 

( il segnò 4" ^ luogo iquando t'arco i^-f^Ó è minore del 
quadrante V altro — quando n' è maggiore )• 

sen. ( go^-^lir^ ) =^ cos. ( ^— d ) 
£ s^iliippaildo i secondi membri di questi due ultimo 
equazioni , e poi jsostitu^ndo pel^ cos.^ e sen.^ le 
loro equivalenti espressioni poc^anzi indicate ^ si avvi 

% aen.( go^+^H** ) « ± (sep.( 90*+^ ) eoa.d + 

sen.fl COS. ( 90^-}-^ ) ^ 
8ep.( 9o*+$--tì ) ài . 4 àcn.( 90**+9. ) cos.d -^ 

fieli .0 COS. ( 90^-f-f ) 
' Cioè dinotando con ft Tarco 90^^ 9^ sari 

8en.( »-!»•• ) «fe it ( 9en.% cos.d -f- seii.é eos.» ) 
8en.( ••— ) Es • • • sen.Kcos.O «— sen.Ocos.» 
Similmente essendo 

coSi( 9o^+«p+« ) =£5 — sen.( ^4-d ) 
cos.( 90**+$— fl ) ±B — 8en.( ^— -d ) 

facendo le stesse operazioni e sostituzioni di poc*anziy 
si avri finalmtote 

co8.( 0^ + 9 )à é 4 . cos.K cos.d !^ sen.ai sen.9 

Or suppongaci anche V altro arco divenirne 90^-H ^ 



cbe dinoteremo per /3, sari pure 8eii.( go^-f^ ) =3 cos.tf ^ 
e ccs.( 90^-4*^ ) = — sen.d* Ed è poi 

sen.( (90^+9) + (90^+d) ) = seii.( 180^+9+6) = %en.((^+9} 

8en.((9o<>+<p)— (9o«+fl))= sen.(<p— 6) 

cos.( (90^+9) + (90^+0) ) = cos.(i8o^+9+fl) =+ cos.(9+0) 

( secondocliè V arco 9*4*0 é minore del auadrante , o 
pur maggiore ). 

^^•( (90^+9) — (9o*+0))== ;.**.. co8.(9— tfj 
Nelle quali quattro ultime equazioni eseguendo gli svi- 
, luppi de^ secondi membri di esse , e poi le sostituzioni 
in vece di sen.9 , cos«9 , sent.d, cos.d delle loro equi- 
Talenti espressioni recate più sopra , si verranno ad 
avere i seni e coseni indicati ne* primi inembri delld 
medesime , co* loro proprj segni. 

£ tal dimostrazione potrebbesi nel modo stessi» 
continuare in appresso ^ siccbé poi indicando con A , 4 
B due archi qualunque , dovrà essere in generale. 

sen.( A ± B ) = sen.A cos.B ± sen-B cos.A 
cos.( A ^ B ) = cos.A cos.B 4! sen.A sen.B 

Avvertendo sempre, percbé i rìsultamenti rieno» 
affetti dal loro proprio segno , che debbesi tener conta 
àé* segni che appartengonsi a* seni e coseni degli 
chi dati. 
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PROPOSIZIONE ni. 



V £ O A X X ▲• 

Sò. Za tangente della somma di due archi è ^juàn^ 
io la somma delle tangenti di essi divisa pel raggia 
sninoraio del prodotto di quelle tangenti. 

E la tangente della loro differenza è quanto la dif» 
feren%a delle tangenti di essi divisa pel raggio accre^ 
iciuto del prodotto delle medesime tangenti. 

Essendo sen.( f-|-^ ) = sen.f cos.O-f-sen.O cos.^ 

^ cos.( 9-{-9 ) = cos.f cos.6-»sen.^ sen.O 

dividendo 1^ una equazione per T altra , e sostituen- 
do al quoziente de' primi membri tang.( ^-^6 }, si 
«tri 

, . * X sen.^ COS. 9 + sen.fl cos.^ 

tanff. ( ♦ + • ) === ^ r--^-— ^ 

COS.9 cos.O — sen.^ scn.d 

E dividendo il numeratore e denominatore di questa 
fratto per cos.f cos.O , e sostituendo sempre al quo» 
ziente del seno per Io coseno di un arco la tangentu 
lii questo 9 si avrà 

tang.(^ + fl)= , _ t,,g,^ X t;ngi 

E similmente dalle formole esprimenti il seno e il co- 
seno della differenza di due arclu si sarebbe otte-^ 
liuto 

. _^ . _ tang.^ ~ tang.a 
tang. ^^ 9 ; — ^ ^ ^^^^ ^ ^^ ^ 

Cbe perciò la tangente della somiM di due tanìi^ 



1 
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Si. Cor, Supponeodo nell* espressione di taìig.(/(4'^ )> 
esser f = 0, si avrà 

a. Ung. ^ 



tang.a^ =s 



tàmmitm 



1 — tang.'f 
db* è V espressione della tangente dell' arco doppi<^« 

PROPOSIZIONE X. 

T S O a B K A* 

524 Riirovare U seno delVurco di /. 

I poligoni regolari di i6384 lati iscrìtto, e circo^ 
icritto ad un cerchio del raggio i ^ con un approssimai 
luoneportatafinoa i5 cifre decimali, sono rìspettivamente 
espressi da 3, 14159^576586860, e 3, i^iSgii6Q^og\259f 
tome può rilevarsi nella maniera prescrìtta nelle Prop. 
t , e a della Misura del cerchio. ( Corso di Ceomttr^ 
poU 11. )• Ciò posto siccome questi poligoni essendo 
.simili sono proporzionali a* quadrati delle perpendico* 
lari , che dal centro del cerchio si abbassano sopra 
due loro dati , delle quali quella che cade sul lato del 
poligono circoscritto è il raggio del cerchio \ perciò sa- 
rà 3,141592693091258 a 3, 141592576586860, come il 
quadrato del raggio , al quadrato dell% perpendicolare 
éhe cade dal centro su di. un lato del pohgono iscrìt^ 
io. Quindi se si determini questo quarto proporziona^ 
le , e poi da esso si estragga la radice quadrata , si 
nyri tal perpendicolare in parti del raggio. Or perchè 
il poligono iscritto è ugua^le al rettangolo contenuto d^t 
suo perimetro , e dalla meti defla perpendicolare poc^ an- 
Bi determinata; perdo se il numero 3, 141592576586860 
i|i divida per l' altro^ che dinota la metà delia perpeu- 
<• JKcoUure poc' anzi ritrovata , il quoziente darà il perimetro 



9i esso polipolio ( Jfoff alta MU. del Cere, Prop. t . ) , il 
quale si troverà espresso da 6, s63i85a798374'^5. Bd 
in simil guisa , dividendo , il numero ch^ esprime il pò* 
ligono circoscritto per ^j^ \ cioè 'per la meM del rag- 
gio , si determinerà il perimetro di quesf altro poli- 
gono , che sarà 6, ^3i85364i8%96. Laonde dividendo 
ciascun di cpiesti due numeri per 1 6384 9 inumerò de* lati 
di ciascuno £ tali poligoni > i quozienti o, ooo383495 1 , • 
e o, ooo383495a , i quali non differisconsi , che nettfc 
'lo.na cifra decimale solamente , rappresenteranno due 
lati di essi. Adunque T arco di cerchio , eh* è ifotteso 
da un lato del poligono di itfS84 l&ti ^fferìscesi da Da 

pua corda per meno che ij^toqpoooo ' ^^ ^^^^^ } ^ P^ 

conseguenza un tal' arco , e la sua corda , con nn* ap^ 
prossimasione assai più ehe stiflidciite per gli ordinai) ^^ 
usi trigonometrici , potranno pretiderai per u^;u)eili. Ma 
quest» arco è precbamente di l^ v^'\ ^\ ^^\ ^f^\ 
j^//////^ come può vedersi dividendo la ciiconferenza ^ 
e • quindi 30o^ per metà , taiite ^Ite , quando se ne 
richiede per prevenire a i6384 palli , cioè i4* volte 
( Prop. I mtV* del eerch. )• Dunque con più ragiono 
potrà supporsi , che si confonda colla corda cùntermi- 
|ie l'arco di 1^^ e perciò potrà stabilirsi la -saliente 
proporzione, l'arco di ^^ iQ^^^^ 5'^^^ S;'^"^ i</''''^ 
fili* arcadi 1^, come la corda di quello, cioè o,ooo383495t 
lilla corda di 1^ ; della quale presane la metà , si arvri 
il seno dell* arco di mezzo 'tnimito ; e da questo sene 
deduiTà poi quello di i' *. C.BiF, . «le. 

53.- Cor. Nel -prendere- il- valore del seno dell' 
arco di t^ da quello di mezzo * minuto primo , cioè So^"^, 
servendosi dell' espressiotoe ' »en: l'tsa 2.sen.3o^' cos.3o^, 
è facile il vedere , ciré cos.^So"^ sia prèsso che Uguale al 
)*aggio , cioè ad 1 : che perciò sen. 1^ == a.sen.So^^, 




Vale a dira , ckc si può a dUriltova fteoàtn ^^ 
•eoo di 1^ la corda di quest^arco. 

PROPOSIZIONE XI. 

s a « K B M i.. 

^ : ^ 54* Esporre co* primcipj precedetUà V eJffiUiva for^ 
WWfione del Canone Trigonometrica* . • 

. Per la Prop* prec. può. ritrovar&i. il' valore nume- 
iricQ di sen.i^. E Supposto , come al solito, il raggio 
trigonometrico ss i , per la Prop. 4* ^^ renderà noto 
COS. 1^. Inoltre per lo Cor. i della Pi^p. j si deter- 
mini sen«a^. Ciò posto , siorà , peir lf> Cor. della Prop^ 
^^ costituendo a ^ Tarco di i^, p perciò a a^ ^ 3f 
jPc% quelli di a^ , 3^ ec. .. 

''*, sen.3^ =; n^cps.i^ $exu%^ — • i|eJ9fi^ 
, . ., . pep.4' =ff J4.«;o8,.i^ sfn.3'' —7 den^a"^ 

.^qn.5' =3 a.^o5,i' «en.4^ — • sen.3^ ^ 

^en.G^ =? a.coSfi^ sen.5^ -^ ^en.4^ 
" ec* • . \ I , « 

. . • Questa operazione , che potrebbe estendersi insi« 
tao air arcp di 90^, cioè effettuandola per 54oo ar/chi j 
che vadano successivamente . crescendo di 1^9 si arresti 
«ir arco di 60^ \ e poi per lo Coroll. %. Prop. y , ^ eoa 
più agevpl calcolo si rinverranno 

sen.( 60*^+1^ ) ;;? seu.( Sg^+Sg^) + seti.i' 
sen.( 6o*+a' ) :^ 8en.( 59^+58') + sen.a' 



sen.6i** =; sen.59® +sen.i** 
sen.6a^ ^ se».58<* 4- seu^a^ 



BI Triqokombtrià. 33 Llb. i. 

Ritrovati ì seni degli archi di un quadrante , i 
4|aali si sogliono distribuire in due colonne verticali ^ 
una contenente 1. seni fino a 4^^, e P altra , cbe coni- 
prende i coseni di questi archi ^ cioè i seni da 89^-|-5^^ 
a 4^^9 s^ potranno calcolare le loro tangenti , e se- 
ganti , colle analogie del n.^ 19* 

Ed ecco esposto il modo di costruire con scie 
operazioni della volgare aritmetica il canone lineare. 

S5. SeoL Siecome Dell' uso ordinario di questo ca- 
none per la risolusione de' triangoli , imbarazzerebbero 
non poco le lunghissime multiplicazioni e divisioni , 
cbe <:onvien fare ; perciò i trigonometii hanno pensato 
di aggiungere al canone lineare i logaritmi corrispon- 
denti a' numeri in esso contenuti ; vale a dire han* 
stabilito un'altra specie di canone, che dicesi Io- 
garitmicoj e ch'é quello di cui si fa uso. Ed in 
alcune Tavole « si trova a dirittura rapportato il so* 
lo canone logaritmico , trascurandosi il lineare. In- 
tanto sarebbe assolutamente superfluo il dir qui qual« 
che cosa circa il canone logaritmico ; poiché questo 
provasi a sufficienza spiegato innanzi alle ordinarie 2^a- 
vole de* seni , ed è facilissimo V intenderlo a chi non 
ignora V ordinaria teorica de^ logaritmi volgari. 



GAP. V, 

TblUCbiE CIRCOLARI , CHE BBDUCONSI BALLE PR07« YR 9 

VUÌ 9 E D4^ LORO COROLLARI. 

» 

56. Dalie forinole rappresentanti il seno , e ^1 co* 
seno della somma , e della differenisa di due archi se 
ne possono ricavare molte espressioni trigonometriche 
utilissime , delle quali noi qui appresso recheremo le 
principali , che sono di un uso più frequente , e di 
alcune delle quali dovremo anche valerci a proposito 
ip appresso nel presente Trattato. 

67. In primo luogo, se per mezzo della Prop: VII. 
si cerchi l'espressione corrispondente a sen.(7i9-f-^), ed a 
sen.(n^ — ^), cioè a sen.(i!i-4-i ) 9^ eda sen.(/i— 1 )^, si 
rileverà che dehhano aver luogo le seguenti due equazioni 

sen.( f^ -f- 1 ) 9 = sen.Ti^ cos.9 -4" sen.9 cos.n^ 
sen.( n — • 1 ) 9 =: sen.fi^ cos.9 — sen.f cos.n^ 
la quali somiuate insieme danno 
^ seji.( /? + 1 ) 9 + sen.( »— - 1 ) 9 = 2.sen.«9 cos.9 

cioè , sen.( » + 1 ) 9 z=: 2.sen:n 9 cos.9 — sen.( n — 1 )9 

la quale equazione dà il seno deir arco multipUce n -f- 1 
di un dato ^ per mezzo de^ seni degli archi multiplici 
ìiy n — 1 dello stesso , ^ del coseno dell'* arco sempli* 
ce. Ed essa coincide col Teorema delle corde dimo- 
strato nel Cor. della Prop. VI. 

Similmente dalla Prop. Vin. si rileverà , die deh- 
h;i essere 

|C08.( n -(- 1 ) 9 = cos.nf cos.f "^ sen.n^ sen.f 
cos.( « — • ^ ) 9 =s: cos./^ P05.9 + sca.;»9 ^en.9 



DiTitxaoyoittBtiiii. 3S i^ib. r 

dalle qtxali si otterrà per mezzo del]a Idro somma 

€os.( I» -|- 1)9 = a.icos./i^ cds.^ -^ coaf*( n -* 1 ) 9 

la quale equazione dà il coseno di uxi arco tnuUiplice 
1^ -(^ 1 di un dato per mèzzo de^ coseni di due archi 
muhiplici n ed n-— 1 del medesimo e del coseno di 
questo. Ed essa coincide c0n F altro Teorema dimo- 
strato àello Scolio al n.^ 44* 
58. Dal 5* 4o« si ha ' 

. 1 4- co$:d9 : 1 . ; . i ; M 

COS.*© = — " ^ 

equazione che comLinata con V altra 

senk*<^ = 1 — cos.^^ 

-, , 1 — COS. 26 . . ; . i . N 

darà sen. ^ = ' T ' " » 

a 

« questa , e }a prima M risoluta per rispetto a cos.^ e 

cen.f daranno 



CO8 



VI -^cos.ip 
. T" — ' 



VI -^ COS. 2^ 



1 -— COS. 2^ 

a 

che sono le espressioni del seno^ e coseno dell* arco 
metà \ date le stes'Se linee trigonometriche per T arco 
doppio. 

Che se V equazione 

sen.sf = a.sen.^ cos.^^ * 4^ 

si còmLini prixna còVi V altra M , e poi con N , se ne 
IJcaYeràuno queste altre due , cioè 

8en»29 sen.f 



1 4" COS.29 COS. 9 



tang.^ 



sen.aò cos.^ 

I I iK = ^ = cot.o 

1 ^-« cos.af . sen.^ 

jDhe y coni' è chiaro ^ rappresentano la tangente y e la 



^ •-> 



ta. t. 36 fc t »n i « 1 1 

cotangente dell* arco metà espresse Bel «elio 9 é ce«eM 

dell^arco doppio. 

60» Le fotmole finora recate possono basttfe pdf 
far conoscere i principi per la costrurione algebrica 
del canone trigonometrico i ed apparterrà air analisi 
trascendente P estenderli , ed il renderii si efficaci , ed 
agevoli per la costruzione delle Tavole , da dar risnl- 
tamenti di tin' approssimatione si grande , the ecceda! 
limiti del bisognevole ne' calcoli più accurati , che di- 
pendono dalla Trigonometria e dalle Tavole j Ina non 
e questo il luogo a proposito per esporre tali cose. 

61. Dalle quattro formole de' numeri 45 e 4^ se 
ne possono ricavare le seguenti altre , che sono come 
tanti Teoremi. 

1, sen.( ^+d ) + sen.( ^—6 ) mt a.sèn.^ cos.^ 

* n. sen.( 9 + fl ) — sen.( ^— d ) sa a.cos.^ seu.« 

III* cos.( ^ + à) + coi.( <f — fl ) = 2.cos.f cos.O 

lY. cos.( ^-»— fl)— cos.(9+tf)ss st.sen.f sen.O 

6a. Or se si ponga 9 + 6 ste a , '9 — de=/9i e 

quindi ^ = - " > * = ^ : e poi cpiesti va* 

valori di f » e 9 sostituiscansi nelle precedenti formo* 
le y esse si ridurranno a queste altre. 

Y. aen.fli + sen.fl = a.seh. ' ■ t còs. — ^ 

■^ a 2 

VI. sen.»«-*sen.és=:a.cos» — LJI geli. ■ - r - » 

■^ a a 

Yn. COS.» + cosJB sa a.cos. —i-i- coft. ■ ■ r > 
. . ■ ' a -a 

01-1-/3 ai,mm^0 
Vm. cos.d— cos.»=s«éSen. ■ * '^ ^scn. ■ 

'^ ' a a 

63. E dividendo le due forinole n.^ V. e VI. per 
l' altra n.« ^n.,, si ayrià " ^ 




^^ sen.» + sen./9 sehjL (»+$) 

COS.» -|- cos.j3 COS. «/a (»+/à) 

sen.flt — sen./9 sen. »A (a^'^B) 

cos.flt + cos.^ cos.ya (flt — fi) 

64* E similmente dividendo V equazione IX. per 
ia X. ) si avrà 

sen>flt + sen.j ? tatig.'/a (flt+j^) 

sen.fli — sen.j) "** tang.'/a (« — ^/j) 

1S da questa si ricava la seguente analogia 

Ben.»-|^sen./l : sen»0(— sen.jB :: tang. * '^ ; tang. ■ 

Cioè: La tomma^de^ ieni di due archi sia alla toro. 
diffèrenxa j come la tangente della semisomma di essi 
archi alla tatigenie della semidiffèren%a loro. 

65. Inoltre ponendo nell'espressione del seno delP 

arco doppio*, *•> — ^ invece di f , si otterrà • 0^ 

01-1-/3 »MB 

Xn. seti.f flt+5 ) 2fc a.sen. — ^ cos* — ii». 

66. Finalmente dividendo ciascuna delle equazioni 
tr.^ V. e VI. per questa XII. , e poi riducendo , ti avrà 

_„_ sen.ai4-sen.d coi.»/a (•— /9) 

XIII* " ■■' ' ' ■' ' ss , ; 

^^ sen.( «+j5 ) cos.'/a ( ot+i? ) 

sen.fli — sen./} _ sen.'/a (<*— /3) 
^*^* sen.(flt+/J) ^ sen.i/a(flt+^) 
E dalle formole qui recate i giovani potranno per 

loro esercizio ricavarne facilmente molte altre , che 

per brevità qui si tralasciano. 
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INTRODUZIONE. 



67. In ogni triangolo, oltre allo spaziò che vi si 
contiene , tì sono pure , come V è noto , tré lati e tré 
angoli ^ e queste sei grandezze hanno tra loro tal nes- 
so y che da tre di esse date, se pur queste non siéno 
i soli angoli della ngura , si possono le altre geoxne- 
Irìcamente ed in facil modo rilevare , come si ha da« 
gli elementi di Euclide. Ma non è cosi di lóro , quan- 
do con valori aritmetici le une si espongono , e nella 
stessa oivisa le altre vi si chieggon da esse* Imperoc- 
ché essendo trascendente il rapporto deMàtì di uii 
ti'iangolo agli angoli ch^ essi sottendono , ninna 'regole 
per r indagine suddetta può mai sperarsi. Ad ottenere 
quindi la risoluzione del triangolo sulla quale sono fon- 
date le scienze geodetiche , ed astronomiche , e della 
quale grancUssin|9 u^o bisogna pur fare nelle m^teimc 
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tiche si pure che miste , i Geometri anticbi inventato* 
no il seguente ripiego. 

Essi costruiTano prima il canone trigonometrico , 
che 9 come si è veduto nel libro precedente , presenta 
una tavola di corrispondenza tra i valori degli angoli 
e quelli delle di loro funxioni^ cioè delle corrispop- 
denti linee trigonometriche ^ e poi prescrissexo certi 
rapporti di quelle funzioni a^ lati di un triangolo , dal 
che poi la risoluzione di questa figura riesciva facilis^ 
sima a rilevarsi. Ed è della fissazione di questi rap- 
porti , e della maniera di applicarli all^ oggetto cui so- 
no destinati , che passeremo ad occuparci nel presen- 
te libro. 

Intanto è da avvertirsi, che i risultamenti de^pro* 
)>Iemi trigonometricamente risoluti sono approssimauti ^ 
come approssimanti sono i valori delle linee trigono- 
nometriche che vi si adoperano , e per le operazioni 
aritmetiche che su di queste si fanno. Ed è iSk doler* 
8Ì che nella maggior parte delle Trigonometrie Ele- 
mentari siasi trascurato di ciò avvertire a^ giovanetti , 
non' senza loro nocumento. Imperocché nella parte 
elementare della Geometria , e nella sublime non si 
contemplano che le spie grandezze geometriche , e con 
metodi esatti e rigorosi tutto vien quivi rilevato , pro- 
posto , e dimostrato \ laddove nella Trigonometria rin- 
vengonsi certe grandezze continue in valori aritmetici , 
e con metodi approssimanti risolvonsi i problemi. Ed 
ì giovani passan di volo dall^ un metodo ali* altro , e 
da questo a quello ne ripiegano , ora contemplando le 
grandezze continue nella loro natura , ed ora sotto la 
mentita forma di discrete , e spesso non v^ è ohi di 
quel divario gli avverta. Era dunque necessario, non 
solo per ragion di scienza ; ma per utile de* giovani , 

premetUr queste noziooi 9gU Elementi di Trigonom^ 
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faria^ èhe tpà imprendo a divisare brevemente e con 
chiarezza. 

68. Def. 1. I valori numerici deMati, e degli an- 
goli di un triangolo si possono cluamare parti di esso. 
E ciò secondo le frase de* Trigonometri antichi. 

69. Def* n. Risob^ere un triangolo è il ritrovare tre 
delle sei parti del triangolo dalle altre tre che sieno 
date ; se pur queste non sieno i soli tre angoli di tal 
figura. 

70. Cor. Quando sieno dati i soli tre angoli di 
un triangolo non si potrà da essi investigare il valore 
desiati, ma semplicemente la di loro proporzione. Ini<- 
perocché esso in tal caso sarà dato di sola specie ^ e 
potrà averne infiniti altri equiangoli. 

7 1 . Dtf. ni. La Trigonometrìa Piana 9 o rettilinea 
è la scienza ^ che propone le regole ^ o principi per ri- 
solvere un triangolo. 
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PftXVCIPJ VER UL R190LUZI0VE DK* TRIàMOLI. 



PROPOSIZIONE I. 

T B O R E M !• 

72. Z^ ipotenusa di un triangolo rettangolo sta a 
ciascun lato di esso , come il raggio trigonometrico al 
seno delV angolo opposto ad un tal lato. 

fii* IO* ImperoccHè descrivasi col centro A intervallo AB 

V arco circolare BD « rappresenterà BC il seno dell* ar- 
co BD , o sia delP angolo BAC , e CA ne s^rà il co- 
seno , o sia il seno di CBA , eh' è complemento di 
• 5o. CAB. Adunque starà AB : BC : : R : sen. BAC*.} ed 
AB : AC : : R : sen. CBA , ossia a cos. BAC. 

73. Cor, E dalle due precedenti analogie si rile- 
yerà facilmente che debba stare 

BC : CA : : sen.BAC : sen.CBA , o a cos.BAC.^ 

PROPOSIZIONE n. 

TEOREMA. 

74*. ^n un triangolo rettangolo sta pure un lato 
air altro , come il raggio trigonometrico alla tangenit 
delV angolo opposto alV altro lato. 

Ed un lato sta alV ipotenusa , come il raggio trt 

sfr>nowctrico alla segoìUe delV angolo adjacenie. 



■■fi re. 



Poiché se descrivasi col centro A, intervallo AC 



Bi T«iaoiroMi«itii. 4' *^* A 

r arco <;ircolare CE ^ è chiaro che CB dinoti la tangen- 
te dell' arco CE , e quindi dell' angolo in A , e che 
AB rappresenti la segante di queir arco , o di quesf 
angolo. Laonde dovrà stare 

AC : CB : : R : tang. A 

AC : AB : : R : seg. A 
e queste sono le due analogie proposte nel presente 
Teorema. C.B.D. 

PROPOSIZIONE m. 

Y B o a B X A. 

^5. In ogni triangolo i lati sono come i seni à€^ 
gli angoli ad essi opposti. 

Dal vertice A di uno degli angoli del triangolo /f, ii.] 
ABC si ahhassi sul lato opposto la perpendicolare AD , 
si avrà nel triangolo rettangolo BAD , B A : AD : : R : 
sen.B* , e quindi R X AD =BAXsen.B. • ^%^ 

E similmente si ricaverà dal triangolo CAD esser 
RXAD = CA X sen. C ; Laonde dovrà risultare 
BA X sen. B = CA X sen. C ^ e quindi , considerando 
i seni come linee rette, si vedrà esser* •14.TI4 

CA : BA : : sen. B : sen. C. 
E nel modo stesso abbassando da B la perpendicolare 
sul lato AC si dimostrerà che sia 

BA : BC ; : sen. C : sen. A. 
Quindi , per equalità 9 se ne conchiuderà anche 
CA : BC :: sen.B: sen.A. 

Cbe perdi in ogni triangolo ec. C.B.D« 



PROPOSIZIONE IV. 

4 

9 B O m B M ▲. 

* 

76. Se dal vertice di un angolo di un triangolo 
ù abbaisi la perpendicolare sul laio opposto , doi^à 
star quel laio su cui cade la perpendicolare , alla som' 
ma degli altri due lati del triangolo^ come la differenr' 
Ma di questi j alla diffirenxa , opyre alla somma de^seg^ 
menti /ormati dalla perpendicolare , secondo che questa 
cade dentro , o fuori del triangolo» 

^; ;> ' Dal vertice A del tmngolo BAC si abbassi sul 
lato opposto BC la perpendicolare AD , la quale cade 
dentro del triangolo nella figura la , e fuori neU* altra 
i3 ì dovrà slare BC: BA + AG : : AG— AB : GD qp DB, 
ove il segno — del quarto termine della jproponùo* 
ne ba luogo se la perpèudicolare cade dentro del 
triangolo » e T altro 4- ^ cade fuori di esso. 

Gol centro A, intervallo il minore AB degli altri 
due lati ^ si descriva il circolo EBF , che intersegbi 
taltro lato AG in F, E, ed il lato GB in b. 

Giò permesso , per la natura del cercbio , il ret- 
tangolo ECF è uguale ,aU^ altro BGi: adunque sari 
BG : GÈ, o GA+AB : : GF , o GA — AB: Cb, 
e questa Cb per la figura la. è quanto GD — DB , e per 
l'altra i3. è quanto GD + D^. 
Adunque ec. G. B. D. 
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PROPOSIZIONE V. 

T s o a S X A. 

77. In ogni irtangolo obbUquangolo il coseno di 
un angolo i uguale alla quantità che si ottiene dalla 
somma de" quadrati de* lati che lo comprendono , meno 
quello del lato che gli è opposto , divisa pel doppio rei'* 
tangolo di que"* lati stessi. 

« 

Cioè nel triangolo BÀC , per un angolo qualunque J^. i4l 
di esso , come per esempio quello in A dei^e essere 

p.p AB*+AC*— BCa 
COS. IjACì = ■ ' I • 

2BA X AC 

Imperocché se dal vertice B di uno degli altri 

angoli del triangtolo si abbassi sul lato opposto la per- 

dicolare BD , sarà BC = BA* + AC" + aCA X AD , 

secondo che T angolo BAC è acuto, o ottuso. E poi^ 

che sta 

1 : COS. BAD : : BA : AD , 

sari y 

AD sz COS. BAD X BA 
e perciò 

BC* = BA* + AC* + 2BA X AC X cos. CAD. 
Or nel caso che V angolo BAC sia ottuso , è cof .BAD 
*::= ..^ COS. BAC $ che perciò ne* due casi si avrà sem- 
pre BC* = BA' + AC* — iBA X AC X cos. BAC } e . 
quindi 

RAr - BA* +AC*-BC* 

cos. BAC ss :J— --; 

2BAXAC 

4 

Che perciò in ogni triangolo te. C.B.t)t 
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SCOLIO. 

78. hdicando fenenJmente per A , B , C i tre 
angoU di un triangolo , e per a , fr , e i lati che gli sq&o 
oppòsti , sarà 

*« 4. e» — a* 



COS. A = 



iitai 



:kbc 

e questa espressione potrà porsi anche sotto l'altra 
forma 

/. i 

a 6 e 

che riducesi a 

(b+c + a) (t+c — g) _ ^ 

a& e 
la quale riesce più agevole nel calcolo de* triangoli 
Inoltre sostituendo acos.*^>/a A — i in luogo ii 

* 51. COS. A*, si avrà 

... . jb + c+aUb+e — a) 

2.COS. Va A s= * 

, ^indico». ■/,A= .A V( ^*"^"^1 (*+^i) 

che nel calcolo è anche più agevole della precedente. 

Finalmente volendo V espressione di sen* V^ ^ 

psnttc^o cl^e del coseno « basterà nella formola di cos.ii 

che risulta immediatamenle dal Teorwna, sostituiit 

• 51^ A — * a«atn/ >/» A in JuAgo di cqs* A"*, si avrà cosi 

i — a.sen,* 'A A = — = — 7 

^ ubc 



cioè: sen./ *A A = ^^r i- 



oc' 
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PROPOSIZIONE VI. 

VBOMBXA. 

79 • In ogni triangolo la $onùna ié" laii i Ma 
loro differenza « come la tangenie della semisomma de* 
gli angoli alla base | alla tangente della semidifferenxm 
di essim 

Si drcMMmva sX triangolo ACB il oerdiio , é àt^f§, tS« 
centro O di qiiesto si tirino i raggi 06 , OF perpen-- 
dicolari ai lati AC, AB, e congiunto T altro raggio 
OA , gli si abhasrino dai punti G , F le perpendico^ 
lari GL , FH , che sono i seni degli angoli GOA , 
AOF , finalmente si unisca la GF , e gli si abbassi 
dal centro O la perpendicolare OM. E poiché T an- 
golo GOA è uguale air angolo CBA , mentre V arco 
G A su cui insiste il primo , ch^ è al centro O del cer- 
chio , i metà deir arco AGC su cui insìste 1* altro , 
che sta alla circonferenza del cerchio stesso ', e 1* an- 
golo AOF é uguale a BCA, per la medesima ragio- 
ne : perciò sarà V angolo GOF quanto la somma degB 
nugoli B y Cu e quindi T angolo GOM , eh' è metà 
deir angolo GOF sarà la semisomma degli angoli B ^ 
C. Di più essendo V angolo GOK ss GOM -f MQK , 
sarà esba uguale ad FOM + MOK , cioè s FOK + 
aKOM ; e perciò GOK ~ KOF s aKOM : quindi 
KOM sarà la semidifferenza degli angoli GOK » KOF 
ossia- B , C. 

Or essendo simili i triangoli GKL , FKH, sta GK ; 
KF : ; GL : FH. Ma GL , ed FH sono seni degK ar-^ 
chi GA , ed AF , e quindi degli angoli in B , C ; e 
perciò proponionali agiati AC , AB , opposti ad essi** * ^K 
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Adunque sari GK : KF :: CA : AB ; e eompoiieiido G!fi 
FK :: CA -{- AB : AB; e poi col divìdendo* ed invertendo 
applicato a quella stessa analogia , si avrà Kd i GK— «KF 
:: AB : AC— AB. Laonde , per equaliti , dovrà stare GF r 
GK— KF :: CA+AB: CA— AB. Ma, presa MN =MK, 
GN sari uguale a KF , e GK<— KF è quanto GK— GN, 
doà NK; adunque sarà CA + AB: CA— AB : : GFr 
NK , o puiie : : GM : MK. Quindi , siccome preso 
OM per raggio y le MG , MK rappresentano le tan* 

B-^C B— C 
•74, genti d^li angoli MOGyMOK'', cioè«-II^,e $ 

perciò si avrà 

CA + AB:CA — AB ::tang.^-±^: tang* ^^ ' - 

Cioè la somma desiati è alla loro differenxa ec. 
C. B. D. 

A L I T E R 

80. S^ indichino con • e /3 gli angoli B , C del 
triangolò ACB : si rileverà facilmente dal n^. j5 , che. 
debba stare sen. Ok -<|- sen. /3 : sen. • — - sen. fi : : CA 
-|- AB : CA — • AB« Ma sen. • -|- sen. fi : sen. m — sen.^ 

•.30. •• ^"'S* ^ • **^S* — 'Adunque starà pure 



CA4-AB:CA— AB:: tang. — ^-^itang. 

B + C ^ B — C 

uoe :: tang. — j — : tang. ■* 






GAP. n* 

AmicAziMB v€vumca% itasiliti wkl KKoavutn 
cAtnroiiO aia' EFr^Tri? a fti80i.iisioii« W tbuhoou* 



Lib. *. 



Si. In ogni triangolo , dati due angoli è andba 
dato il teno , ch^ è il supplemento a due retti delln 
somma de' due dati ; e percid nel triangolo rettangolo ^ 
s* è dato uno degli angoli acuti , sari dato anche P al- 
tro. Di pia in ^eslo triangolo , se sono dati due lati , 
si conoscerà il terzo per mezzo del Lemma premesso alla 
Prop. 4* 'I^^ 1 1 * senza operazioni trigonometricbe. 

PROPOSIZIONE Tn. 

» B o a B X A. 

8a. tn un irimngoto rettangolo^ dato uno dè*laii , 
ed un* alita iélU sue parti ad arbUrio } determinare le 
rimanenti parti 

N 

Gaso, i. 

Steno dati i cateti AC^^^GB. PerdMenninireran^A.te^ 
golo in B , si faccia 

AC : CB : ; R : tang. A ^ «74^ 

Si renderà nota per tal modo la tangente dèli* me^ 
folo A} e cpiiMU lua tal angolo fi ttlertirA dalle Ta* 



lik. «*5© SX.BHBIIXI 



Caso 



lU 



Clie se diasi il cateto AC : e V ipotenusa AB, Si 

troverà T angolo in B facendo 
7». AB : AC : : R-. sen. B » 

donde si fari anche noto quello in A : e si sarebbe 

trovato direttamente questo y per m^ezzo della seguente 

analogia 
j^s. AB : AC : : R : cos. A ^ 



Caso 



in. 



£ dandosi il -cateto AC , ed uno degli angoli aca- 
ti A , e perciò anche V altro. B. Per determinare T^al- 
tro cateto BC, Bisognerà fare 

• 74. R : tang. A : : AC : CB * 
**73« o pure sen.B : sen. A : : AC : CB * 

^ ' Ma la prima analo§^a è da preferirsi alla seconda ^ 
poiché il primo termine R di quella è il raggio. 
£ volendo l'ipotenusa AB, oonverrebbe fané 

• 7^^ R : seg. A : : AC : AB * 
« -,^ o pure sen. B : R : : AC : AB ^ 

C A ^ O IV. 

Finalmente dandosi V ipotenusa AB , ed uno degli 
angoli B alla hase , e quindi V altro A : se si voglia 
un cateto come AC , si dovrà fare 
p ^^^ R : sen. B : : AB : AC « 

• E poiché non resta a . fare altra comhinaziooe 

SwSe parti del proposto triangolo, oltre le finora in- 
dicate y perciò si aacà risolato il presente Proble- 
«la. G.B*F* 



>r 



fu Titi#oiroxxY^ii« ' Si 1^^ 

PROPOSIZIONE vm. 

F K O B L E X À* 

BS. In un iriifngolo obbUquangolo j date Ire delle 
me . parti , sempre compreso uno de* lati j determinare^ 
le rimanenti parti. w 

Caso t. 

Sieno dati, in primo luogo gli angoli in A , 3 , e /i:. ir.: 
quindi 1* altro in C , ed il lato AB ^ e si cerchino gli * 
altri due Iati BC, AC Si faccia 

sen.C : sen.A :: BA : ^ * 

scn.C : sen-B :: BA : AC * * 7^ 

si avranno per tal modo i lati BC > AC. 

Gaso n« 

Che se diansi i lati AB , AC e 1^ angolo C oppo- 
sto ad uno di assi lati AB \ si troverà T angolo in B 
opposto all'altro lato AC facendo 

AB ; AC \\ sen.C : sen.B ^ . * 7^. 

Quindi sen.B ^i farà noto ; e dalle tavole si rileverà T 
angolo B , per conseguenza quello in A , e finalmente . 
il terzo lato BC*, •cas. »« 

Che se co^ dati stessi di poc* a^i si volesse, otte- 
nere direttamente il terzo lato BC : dal vertice A del- 
r angolo opposto ad un tal lato , si abbassi sopra di 
es90 la )>erpendicoIare AD , . sarà DC = AC cos.C^ 
DA 5;;; AC siìnX } quindi BD=s V( AB*— AC* sen.*C ) 
e perciò BC = AC cos.C ± V( AB*— AC* sen.'C ) , ove 
il segno -^ dd radicalo , com* è facile ad avvertirai cot « 



74b. 9, 5» « i B 1^ » 9 V r . 

la semplice Ispezione della figurai , ha luogo ijiiaiido 
r angolo Q* .é otta$o« Bisognai abche notare che "se fosse 
ottuso r angolo dato in C , allora il suo coseno sarebbe 
negativo. 

L^ espressione di BC cbe si è ottenuta non può 
calcolarsi per logaritmi , a meno di una riduiioncf deUa 
quale ^ entra a. par te un nuovo angolo; ond' è che 
nessun vantaggio si ba daU* aver ottenuto nel caso pro- 
posto il lato BC indipendentemente dall* aver prima de« 
terminato V angolo B , e quindi quello in A ; che pem 
ciò bisognerà condursi piuttosto in questo modo > com» 
4a dotti Trìgoiiometri è stato avvertito* 

S o (. 1 o* 

È però da notarsi per questo secondo Caso , cbe 
se mai V angolo dato è opposto al lato maggiore , al- 
lora r angolo opposto all' alti^ lato dato dovrà essere 
necessariamente acuto ^ poiché dev^ essere minore del 
dato , e quindi acuto , quando anche quello sia ottu- 
so ; mentre un triangolo non può avere due angoli 
pttusi , o uno ottuso , e T altro retto. Che se poi 1* 
angolo '. dato ò opposto al lato minore , com* è nellii 
fig. la , in cui r angolo dato G sta opposto al lato BA 
/{. 12. minore di AC ; allora la specie dell* angolo opposto al 
lato AC sarà dubbia , cioè potrà esso essere acuto , o 
ottuso. In fatti descrivendosi col centro A intervallo 
il lato minore AB il cerchio BEF"*, questo dovrà sega- 
re il lato BC k^ b ^ e congiunta la A^ avrà gli stessi 
dati si il triangolo ABC, ohe l'altro A6C; per oonsch- 
guenza si sarà in dubbio se risolvasi l^uno, o T altro , 
a meno che le circostanse della quistione non tolgano 
)' incertezza. 

¥4 ^ wc}ie chia^ , che |w sapere il ^alom 4} 




BC UiOfM cbe X fia note la specie 4eB* eagolo <^po* 

sto al maggiore de' lati dati , altrimenti h BC xeatiirik 
dubbia. 

Caso m. 

E se sien dati i due Iati BA > AC , e l'angolo in f^ e9« 
A da esìd compreso: si troverà ciascuno degli angoli 
alla liase facendo 

AC + AB: AC— AB :: tang, 1±^ : *«,g. £zi£ * * ^^ 

Si avri in tal modo la tangente dell' angolo , eh' è se* 
midifferenaa degli angoli B , C , e quindi un tal an* 
golo si fari noto dalle tavole : e se esso si aggiunga 
alla metà ^le somma degli angoli B , C , si avrl 
r angolo maggiore B » se se ne tolga , si avrà il mino* 
re C. 

Ed é £icile a rilevarsi dall'analogia sopra recata^ 
die quando non occorre di determinare , clie sola- 
mente gli altri due angoli 'del triangolo, i lati in« 
tomo al dato angolo non è necessario che sìan da« 
ti di grandezza , ma basta che lo sieno di sola ra« 
gione. 

Conosciuti gli angoli in B , C , il lato BC adja» 
cento ad essi si determineri pel Cas. i. 

Scolio. 

Talvolta i laU AB| AC non sono dati in nu- 
meri naturali, ma bensì per mezzo deMogaritmi df 
essi , come avviene , per esempio ^ allorché ne' calcoli 
di Astronomia si rilevano le distanze de^ pianeti dal 
sole nelle tavole astronomiche costruite a quest'uso. 
In tal caso per evitare di determinarsi in uumeiiktìa* 



turali i suddetti lati , prima di procedere alla risola* 
uone del triangolo, il cbe risulterebbe di grande imp 
paccio , si potrà usare il seguente ripiego. 
A* i6* Si supponga la C A , cb* é il maggiore de* due Iati, 

posta ad angolo retto colla BA, cioè come la cA, con* 
giungasi la Bc , starà 
« 94. BA : Ac , o AC : : R : tang. cBA * 

e si avrà cosi V angolo cB A , il <piale sarà maggiore 
di 4^^' ^ dinoli un tal angolo per ». E poiché 

I» fa. tang. («-45') ==-^25lfLZ^!22«lÌ^ Vavri,sosti. 
" ^ ^ ^ 1 -|- tang.» X tang. 4*> 

AC 
tuendo per tang.« Tespressione «- ^ , ed 1 per tang. 4^% 

*^- (— 45-) = ^^ , e quindi AC+AB: 

AC — AB : : R : tang. ( • — 45^ ). Cbe perciò so- 
stituendo alla prima di queste ragioni T uguale 
» 79. tang. «/a ( B+C), o cot. '/» A : tang. «/a ( B — C )* sari 
R. : tang, («—45® ) : : cot. «/a A : tang. «/a C^— 'C) 

C À 8 O. IV. 

j^, i^. Finalmente se sieno dati i tre lati BC 9. CA , AB 

.e si cerchino gli angoli. 

L^angoloA si otterrà facilissimamente, per mezzo 
di Una delle due formole esibite nel num.^ 78. Ed un 
altro de* suoi angoli si potrà ottenere o nel modo po- 
c'anzi detto, o come nel. Cas. i. £ da questi due anr 
goli resterà poi determinato il terzo» 
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S C O II I O. 

84* NeHe ricerche clie si fanno per la risoluzia* 
ne de* triMigoli , bisogna , quanto più si può' , aver 
rairvel*tenza di dedurre ciascuna parte che si cerca di- 
rettamente dalle parti date , evitando d* implicare nel- 
la determinazione di esse i{ualche altra parte inco* 
gnita del triangolo, che siasi precedentemente detery 
minata. 

Imperocché non esséhdo che approssimanti per 
loro natura i quarti proporzionali che derivansi da 
analogpie ove sienvi quantità trigonometriche } e 1 pit 
delle volte divenendolo anche tanto meno , per le ope- 
razioni aritmetiche che conviene fare per rinvenire { 
sempre che si fari uso di essi per termine di un* altra 
analogia , il quarto termine di questa alle due prece- 
denti imperfezioni che lo fanno deviare dalP esattezza 
unirà anche t altra del non esatto valore del termine 
impiegato. 
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» Ut miUSM^LAn ^ m' m wut casi di MiOLtunanyo 
noMtn nb tmiciuMiTi eAPiruio m^ tmubwu ot* 



9Ss^ Le ecmriiensioiii e^oil» adlo Scolio in fine 
èA precedente Capitolo ci hanno delenuneto airoggetto 
^BAssft pioposlo pel prcsente^t a fin di moitnarein qnai 
modo, le peipMidicolam ed i segmenti deUe base in 
na tnangoÌ0 eUili<{ttangolo possansi etteneve direlU* 
nenie daMe tre parti date di esso, sena* firammexnar* 
^ tkx^ ^ fneKe slle V eimne» ÌMegnile% 

PROPOSIZIONE IX. 

»nOBI,BSlA. 

JIII1.14. 86. Nel frìangoìo ABC JUM gli angoli in 4^ C^t'l 
iaio adfoeenie CA \ rUrovare i ugmenii AD , DC 
^Ho lato y e la perpendicolare SD éke eaia eopra 

MMÉO dalV OBJFqIìì tfUUMkJÉA. 

w^^^^^ ^^^^^^ ^^^^^e ^Fw^ ^^pn^^ip^^^^^ 

Kd triangob BDC sta DC : DB : : cot.C : R , e 
nell* altro triangolo BDA si lia parimente DB i DA : : 
]ì : tang. DBA , o cot, BAD , che dinoterò per coi. A } 
quindi si avrà per e({ualità DC : DA :: cot. C : cot. A » 
o : : tang, A : tang. C. Or da quesV «ItiniA aBak^ é 
Illesa fiMilflounte che iti% 



Bl T^I«OHOMETllIi. Sy y^' 

DC+DA: DC— DA::taiig.A+tang.C: tang.A— tang.C 

.sen.A , sèn.C scn.A sen.C » 
COS. A cos.Ci COS. A cos.C 

sen.A cos.C-f- sen.C eos^A sen.Acos.C— sen.Ccos.A 
C08.A cos.C cos.A cos.C 

o sia«: sen. ( A -f- C ) , cioè sen. B : sen. ( A — • G )'^ * 45. 
Qie perciò essendo dato quest^ ultimo rapporto , ed un 
de* termini del primo , secondo che la perpendicolare 
BD cade dentro o fuori del triangolo; sarà ancbe dato 
r altro termine di esso y e quindi si avranno i segmen- 
ti AD , DC della base. 

Per aver poi la perpendicolare BD si osservi che 
DA = DBcot.A, e DC = DBcot. C ; che perciò 
AC = DB ( cot. C + cot. A ) * • fLt, 

-^^ / cos.C ros.A \ 

= DB( p-f- T-) 

N sen.C ■ sen.A • 
r sen.A cos.C + sen.C cos.A v 
"^ V. se,n.C sen.A J 

sen. ( C + A ) 



?= DB r< — A 

sen. Vj sen.A 

AC sen.C sen.A AC sen.C sen.A 

E quindi DB = ■ r k i n\ ^^ ^^„ o 

^ sen. (A-J-C) sen. li 

iEd è mediante questa formola che resta risoluto 
trigonometricamente il Probi. I. della Sezione IV. 
Gap. n* dell'Aritmetica Universale del Newton* 

87. iScol. Dalla prima parte, della soluzione del 
presente Problema si rileva che : / segmenti di un la-- 
io di un triangolo , prodotti in esso dalla perpendico- 
lare che gli si abbassa dal vertice delVangolo opposto » 
tono come le tangenti degli angoli che gli corrispondo" 
no alternamente. 
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PROPOSIZIONE X. 



VI10BI.BXA. 

/r*^* ^^' -'^^^ ^ ^^ ^^^ ^^' triangolo ABC ^ etibire i 

segmenti AD , Z7(7 Jt un di questi prodotti , daUa pep» 
pendicolare abbassata ad esso daXV angolo opposto : $ 
di piU una tad p^rpendig^lare* 

I segmenti AD , DC dalla base si avranno facem- 
• 7^^ do AC ; BC + BA :; BC — BA : DC + DA* ; ed ot- 
tenutosi questo quarto termiae sarà facile a rilevante 
i segmenti DC , DA, venendo sempre ad esser datala 
sommai e la differenza di essi. 

Per ottener poi la perpendicolare BJ) indipendeib 
temente da' segmenti AD , PC si prò cederà nel seguen* 
te modo 

Nel n.^ 78 si è ottenuto ' 

^ Oc / 

■ 4*' Aduntfue sarà sen. >/, A cos. '/» A , cioè »A «en. A', 

. BD . , BD 

^ Sia ' ■ A ^»' , Cloe •^^—3= •«•«^«•«..^ 

■ tf Q 

c quindi 

BD = 4 V ( (*+e+uJ) (&+c-fl) (a+8^) (a4<-*) ) 

nella quale espressione , come sì vede , Basta sostituire 1 

^iralorì de' kti di un triangolo per v(^ la pexpeiidicQ^ 



Iure dbe , pel presente caso ^ cade sul kto b ^ cioè AC, 
dal "Vertice dell* angolo B cbe gli è opposto. Ed una 
tal ibimola potrà agerolm^ntc modificarsi per gli al^ 
tri casi. 

S C L t Oc 

89. l^ac'eàdò a^^b+c == ^p^ safA a-^i -^ • ^ 9/^ 
•*- ftc , a -|- e**— fc = ap — 2i , 6/+ c-«-a=3 3p— «2a; 
e quindi la perpendicolare BD si potrà esprimere, per 
mezzo di una semplicissima ed oyyia ridukiotiey ncllft 
seguente altra maniera più elegante, cioè 

V V(p(r-^)(p-c)(;^-ft)) 

& da essa si rileva facilmente , die V espressione ddP 
à)a di uh triangolo he^suói lati sia la seguente 

cioè 9 la radice quadrata del prodotto che ha perfaHa» 
ri la semisomma dé*laii'^ e le tre differenze di ciasctM 
lato da queeta. 

PROÌ>OSÌZIONE XI. 

VaOBX.XXA. 

^. Dati nei triangolo ABC i tati AB^ BC ^ eff 'f^ 
r angolo ABC da essi compreso : determinare i eeg* 
nienti ABD , DBC di questo angolo , prodotti dal- 
la perpendicolare che cade sul lato ad esso opposto. 

Essendo BD = CBcos.CBDsAB cos.ABD, sari 
CBcos.CBD a ABcoi.ABOj. e ptrciè CB;AB}S 

f 



V 



ttb. 9. 60 S L V I E M V I 

coi ABD ! CCS. CBD ^ dalla qual proporzione è fk» 
Cile il rivelarne T altra CB+AB : GB~AB :: cos.ABD-f 
€03. CBD : COS. ABD — ^ cos. CBD; cioè ( n.^ txi. • 
vui. 5* fi*- ) •• 

ABD-f-CBD CBD-— ABD ABr)4-CBD CBD— -ABD 

COS. COS. ■ » : sen, ■* ■ «en. 

a 2 a a 

^ chiamaudo fi 1* angolo ABD ed 0( T altro CBD , sari 



AC+CB:AC— CB :: cos.— ^còs C. gen.-i^sen. — 

' 2 a a A 



COS. — 5-^-- sen. ■ 

cioè :: 



sen. ' ^' - ^ COS. '^ . 



o^ : : tang. «/a ( CBD— ABD ) : tang. «A ( CBD+ABD ). 
E dair esser noto un de^ termini della seconda ragio- 
ne di quest^ ultima analogia , quello cioè che esprime 
r angolo dato ABC y si farà anche noto T altro termi- 
ne , ottenuto il quale resteranno detei^miaati gli ango- 
li cérchi CBD , ABD. 

91. Scoi. Quest' ultimo risultan^ento che oflte 
la soluzione del presente problema dà un^ altra ma- / 
niera onde j4solvere il triangolo ABC , dato T ango- 
lo ABC , ed i lati che lo comprendono , diversa da 
quella che n' è stata esihjla nel Gaso m. della Prop. 
vili, del presente Libro. 
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PROPO^SIZIOT^E xn. 

V K O B I. S K A. 

« 

92. iVef triangolo JCB in cui si divida per me^fy*^7ti 
ià un àngoto di esso ACB per mezMO della CD\ n 
vuol determinate i segmenti che tal linea CD proda*- 
ce net lato ad esso opposto ; dati che sieno o un tal 
lato e gli angoli adjacenti jÌ ^ B ^ o pure i tre lati del 
triangolo > 

Parte !• Sieno dati gU angoli in A , Bei Iato 
, ^^ BDsen.B ADsen.A 

AB. E poiché CD = ■^^;;75cD = l^OclT ' •"*""" 

queste due quantità ultime tra loro uguali, e quindi 

BD : AD : : sett. A : sen. B. 
e BD -{- AD : BD— AD : : seii.A-)-sen.B: sen.A^—sen.B 

cioè ^^ 

: : tang: »A ( A+B ) : tang. V» ( A— B ) *. • XI.6«* 

Laonde sarà 

nn An _ ABXtang.'A(A~B) 

^^ "* ^ - "H^ÌTT^Xa+bT"" 

Quindi avendosi la differenza de' segmenti BD, 
DA e la loro somma AB , si farà noto ciaàcun di 

questi» 

Parte II. Che se sieno dati i tre lati del trian- 
golo j la differenza de' segmenti del lato AB sì otterrà 
geometricamente per mez^o della 3. del LiL. VI. di 
EucKde , ^ senza far u«Q della Trigonometria. 
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PROPOSIZIONE xnf. 

/r i8» 93. Trainare i valori itf segmenti ACD ^ DCB 

délV angolo ACB y prodotti da una linea CD che di* 
pìde per metà il lato opposto AB \ nel .easo che 
sia dato t angolo diviso , ed i lati AC ^ CB 9 cho lo 
eomprendono. 

-. , ^r\ BD sen.B AD sen.A 
Essendo KA) se ■■ n/^K =2— ——7775^ 

sen. DiJj sen. ACD 

faranno uguali queste due espressioni diverse della 
CD } e perciò essendo BD =: AD starà 

sen.BCD : sen. ACD : : sen.B : sen.A : : AC : BC 
e quindi 

AC+BC : AG-BG : : se.BGD+se. ACD : se.BGD-se. ACD 
: : tang.«/a( BCD+AGD ) : tang.i/i( BGD— ACD ) j che 
^Jl^. 'perciò si fari nota tang. i/a ( BCD-— ACD )* , e per 
mezzo di essa sarà poi facile il rilevare i valori degli 
angoli ACD, BCD. 
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GAP. IV. 

Di ^x.ctmi kLtài eiBi n an im tre parti Din per là 

«SOLVIIOIIB M VII TRUITGOLO 80110 DITXRSÀHUITS COX'> 
BOTATS. 



94- Oltre le principali comLmaziohi eli tre par- 
ti di un triangolo necessarie per la determinazione 
delle rimanenti , del quale oggetto si è trattato nel 
Cap. n. del pesente Libro, possono anche aver luogo 
per la risoluzione del triangolo diverse altre combina* ^ 
rioni di dati , delle quali passeremo ad esporne al- 
cune ne^ seguenti Problemi. Queste tali combinazioni 
debbono però esser sempre tali , cbe implicitamente 
contengano tre parti date del triangolo , ciascuna indi- 
pendentemente dalle altre due* 

PROPOSIZIONE XIV, 

r li O B L B X i/ 

'95. Nel frua^olo BAC sietio dati i hai AB ^ ^^^M* *t* 
f la somma , o la differenza degli angoli B e C alla 
base i ti vuol risQbf^r^ il triangolo^ 

B+C B— C. 

Poiché BA+ AC 1 AC— AB : : Ung. -~^ : tang. — — » 

B+C . , B— C , - 

peK!òi«èiioto -^ « otterrà -^ — j ed «I contrano. 
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P R O P O SI Z IONE XV. 

»kobx*bka. 

A* 19. 96. Risolvere il triangolo BAC in cui siena noti 

gli angoli j ed AB + AC y o AC'-^AB. 

Si otterrà la differenza de^ Iati AC 9 AB se era 
data la somma dì essi , o al contrario la somma se 
n^ era data la differenza , per mezzo della se|;aente 
analogia 

tang. 2±£^:tang.5=P :: AB+AC: AC-~AB 
PROPOSIZIONE XVI. 

; / 

I 

I PROBLEMA. 

A) <9* 97* ^ ^^^^ ^^ P^ risolvere il triangolo BAC 

sìeno V angolo A il lato BC che lo sottende , ed AB 
+ AC^ o AC ^ AB. 



Parte I. Sia nota AC -«• AB. E poiché sen. A j 
sen. B , e sen. B — - sen. C sono in ordinata ragione 
con BC y AC ed AC — AB , sarà 

sen.A : sen.B — sen.C :: BC : AC •— AB 

s en.A (AC- AB) 

e perciò BL = ^ 7^ — 

* sen. D -— sen. C« 

sen.(B + C) (AC — AB) 
*^ sen. B — sen. C 

a.sen.V2 ( B+C ) cos.'/a ( B+C ) ( AC— AB ) 
~ a.sen.^a ( B— C ) cos.'/i ( B+C ) 
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_ sem '/a(B+C) (AC— AB) v-^-v^ 

~ SCH. «/a(B~c;) 

Or «en. »/a ( B+C ) = cos. i/» A 
Adunque sarà 

( AC — AB ) COS. 1/2 A. 
ìieu. '/«(B— C ) =? g^ 

Pai(t£ n. Sia òr data AC-f-AB. Ed essendo com« 
poc^ anzi 

sen. A ; sen. B -)- sen. C :: BC : AC -{> AB 
sarà facile per mezzo degli stessi passaggi di poc* anzi 
a, ottenere la seguente forinola 

COS. Y2(^ Jl— C ) = nr^ * 

98. ScoL 1. Ottenutosi V angolo eh" è semidiffe-* 
renza di quelli alla base del triangolo proposto , cipè 
Ya ( B— C^ ), la determinazione de' lati AC , AB ne se- 
gue immediatamente ; poiché nel caso*- ^lla i^arte i. 
del Prpb. , ove supponesi nota la AC-— AB , la for- 
inola della Parte u. darà il valore di AC-f^AB : ed al 
contrario supponendo nota la AB-|-AC , come nella Par» 
te 11. 9 la formola della Parte u dairi il valore di 
AC— AB. 

99. ScoL f. Il triangplo proposto si sarebl^^ pptuto fy* ao. 
risolvere prendendo sul lato CA la CE =: CA + AB ^ 

t CA *T- AB 'y e poi risolvendo il triangolo BEG in 
cui verrebbe ad esser dato T angolo in £ , ed i due 
UU JpSij.BC) xoa la prìxua colazione è preferibile. 
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KROPOSIZIONE XVn, 

]rilOB:(.BXA. 

^^i«» loo. AfABfio lio/i niei triangolo BAC Pangolo tn C^ 

U lato adjacenie CB ^ e la ^onuna q la dij^erenxtk de^ 
gli àUri due lati ^ risolverlo* 

Si prenda nel? altro lato CA delV angolo dato G 
la CE = CA -f" AB o a CA — - AB , e si congiunga I4 
3E , si faranno noti nel triangolo EBC due lati e 1* 
angolo compreso ^ che perciò esso potrà rìsolv^n ì 
ed è pur facile il rayyisare come da tal risolazio* 
ne si possa passare a (juella del triangolo propo^ 
•lo ABC. 

PROl^OSIZIONE XVWt 

V a o a L B M ▲. 

/riu 101 • Risolvere il triangolo BAC in cui sieno doli 

U lato BA I r aiuolo C ad esso opposto , ed U rettàì§n 
goh de" hUi BC , CA che lo comprendono* 

m 

Essendo BC*+CA»=:AB»+aBCK€A cos. C , 
t «ara (BC+CA)»=:AB«+aBCXCA ( cos.C+i ) 

« (BC— GA)*=AB*+aBCXCA ( cos.G—i ) 
4onde si ricaveri 

BC+CA=V ( AB»+aBCXCA ( oos.C+i ) ) 
PC-CAss V ( ABM-aBCKCA ( cos.C> ) ) 



dalle l^ati due ultime equazioni è facile il rilevamela i 
Valori di BG , CA; 

Volendo poi il valore degli angoli in B , A indi- 
pendentemente da quello de^ lati BG ^ CA , si prece* 
derà nel seguente modo 

'BA : sen. C :: AC t sem B :: BCt sen. A*. Laonde • ^$4 
cari BA* : sen.* G t: ACXBC: sen.A sen.B. 
Or sen.B= 0cos. ( A— B ) — «/acos. ( A+B )*=:.. «eiJIT^ 
'i/a COS. ( A— ^B ) -|" V^a C08. G : che perciò se questo 
valore s^ introduca nell' anaìopa di sopra 9 si avri 
da essa 

^ , ^ ^ aACxÈC sén.aC 
COS. ( A— B ) = ^j^, COS. C / 

Laonde avendo il valore di cos.(A-«^B)) ed essendo 
pur noto r altro di cos. ( A^-B) j si potrà agevolmen* 
te ottenere gli angoli A, Bk 

PROPOSIZIONE xrs. 

V k' O B L E M A4 



Ibi. Conosóetìdo i ire angoli di un iriangolo^ e la 
èomma de* ire lati » risolverlo* 

Essendo BC , CA , AB proporzionali con sen.A p 
ien.B, s^n.C^ si avrà, per la la. del Lib. Y. di 
Euclide , 

sen.A+sen.B4^sen.C: sen.A :: BC+GA+AB : BG 

uindi . BG ^^<^"'A (BG+CA+AB) 
• * * * sen.A4*sen.B-|-'sen.C 

E similmente s^^ determineranno gli altri due lati. 
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PROPOSIZIONE XX. 



PKOBI.BMA< 



/^ H. io3. Risolvere il triangolo BAC , in cui sia data 

V aja , V angolo in B , ed il lato BC. 

« 

S'indichi Taja per M% sarà AD = -577- 5 « perdo 

BA = — -Tr==T:r iT- ed il rimanente lato AC , • 

sen.D iiC sen.JD 

gli altri angoli in A , C del triangolo proposto si po- 
tranno facilmente detenninare. 

PROPOSIZIONE XXL 



PROBLEMA. 

/i:* II- io4- Risolvere il triangolo BAC j in cui sieno dati 

r angolo BAC j il lato opposto BC y e la perpendico^ 

iure AD su di questo. 

» 

S'indichi per A l'intero angolo BAC. E poiché 

^ ABsen.A AD AD 

•en.C = — 571 , e - ^^ ^ -= tttttv > ^arà per- 

b\^ sen.JD sen.(A-{-C) ^ 

^ AD sen.A . «. AD sen.A 

cii sen.C=^r7; : e quindi ^-^t: 

BC sen.(A+C) ^ BC 

5= sen.( A+C ) sen.C = ^acos .A — >/acos»( aC+A ) , il 
quale pereggiamento si ottiene per mezzo dell' equazione 
jv. del n.^ 61., col porre in questa 9=A+C, e d=C 

Laonde sari cos* ( aC+A ) s: co^tA »«• ^^ ' ■■ ■* 



Dalla quale equazione si ha T angolo 2C4.A, e quin- '*"'"**' 
a il solo angolo C } e finalmente V altro B. 

PROPOSIZIONE XXU. ^ 

« 

PROBLEMA. 

io5. Risolvere il triangolo BAC in cui sia daia lafii^ "- 
base BC , V altezza AD ^ eia differenza degli angoli C, 
B alla base. 

Esprimasi , per facilitazione del calcolo, BC per ia^ 
AD per A , BD — DC per ax , che perciò sarà BD =5 
a+^ , CD=a— ar , e la tangente nota di C— B sia di- 
notata da /» 

E poiché tang. C = DA___*_ „ ^ ^j^^ . 

CD a-*— a: 

"»«"*« tang- B = 5i.= -Ì~, sari. . .'. 

JJJo a^x 

tang. ( C — B ) = p = £Z:f__f±f -. *^* 



V 



a- — X* 



dalla quaP equazione sarà agevol cosa il rilevare il va- 
lore di a? , e quindi quelli di BD , DC , per mezzo 
de^ quali potrà poi completamente risolversi il propo- 
sto triangolo. 

106. lycoZ. n procedimento per la soluzione sarel>- 
be lo stesso , se , invece della differenza , fosse data la 
somma dagli angoli C , B alla Lase. 
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PROPOSIZIONE XXÌti. 



VAOBLBMA. 



J^.ii^ ìDJ^. AisoUere il triangolo BAC ^ dato t aUgoU 

BAC j la somma BA-^-AC desiati che lo comprendono^ 
e la perpendicolare AD^ che dal vertice di queW angolé 
cade sul laio opposto AC* 

Pongasi BA+AC=:^a ^ fiA*— AC±=sur , clie ftt^ 
ciò sari espresso il lato AB da a-|-^ 9 e V altro AC 
da a^^-^i sia poi la AD espresso da i^ e 1 coseno 
dell^ angolo dato BAC da p \ sarà *•••••.« 

«.TX AD b ^,^ AD b 

COS.BAD =.^- = -— -, ecosiCADsc -rri = * — "ì 

dA a-f-^ AG a-— X 

ond'è che sarà poi sen.BAD= VC (a+J?)*— '** ) 

• sen. CAD =-3- V( ( «—«)•—*• ) 5 cte perdi 
essendo cos. BAC s= /» , sarà é . 4 . 4 < • < * 

p=-^-^V( (aW)a-.i.(a»+,0-H')) 

cioè /» ( a*— ce* ) =s V ( ( o'— *• )*— 2**( «•+** )+** ) 

Balla quar «<]uazione ottenutosi il valore di ' « ù 
Terri ad aver quelli de' lati BÀ , AG ; ed il propose 
triangolo resterà risoluto^ 

108. Scoi. Nei modo stesso si tet-ebbe risoluto u 
Probleióa , se intecc di BA + AG fosse sUta datt 
BA->AG. 
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SCOLIO GENERALE. 

^09. Ne* problemi precedenti tutte le volte che 
eo* dati proposti non si trova determinata qualchedunst 
delle parti del triangolo , bisogna , che questa si cerchi 
cogli owj principi esposti nel Capè u. del presente 
Libro, dopo di aver esibite quelle, che nel problema 
8Ì trovano determinate ^ essendo questo per que* casi $ 
il xaezaso più conveniente^ per mv^nirU. 
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DE' TRIANGOLI SFERtCL 



GAP. L 



»Eri9uio]fi, E voziom prelhokàri. 



PROPOSIZIONE I. 

7 K O R E X A. 

HO* La comune sezione di un piano e di una $fe* 
fa^ i un cerchio. 

La sfera BFAE sia segata dal piano ABC , sul ^^. 21. 
^lale dal centro O della sfera si abbassi la perpen- 
dicolare OD ^ e presi ovunque nel perimetro della se- 
zioue ABC i punti B , C , si uniscano le GB , OC , 
Db, DC« e poicbé la OD è perpendicolare al piano 
ABC I gli angoli in D saranno retti * ; e perciò i due *<f.S.Xr» 

IO 



i 



triangoli rettangoli ODfi , ODC , avendo ugnali ìè 
loro ipotenuse OC , OB , ed il cateto OD comune , 
dovranno avere anche uguali gli altri cateti DB , DC. 
Laonde tutti i punti del perimetro della sezione ABC 
sono equidistanti dal punto D , ch^ è dentro dì tal 
sezione; quindi essa sarà un cercliio , ed il punto D 
ne sarà il centro C.B.D. 

111. Cor. 1 . Il centro di ogni cerchio , che rap- 
presenta la sezione fatta in una sfera da un piano , è 
dunque quel punto dove questo piano è incontrato 
dalla perpendicolare abbassatali dal centro della sfe* 
Ira ; e di più il quadrato del raggio di questo cerchio 
è quanto la differenza de' quadrati del raggio della sfe- 
ra , e della distanza del centro di essa da quello del- 
la sfera. 

ii!2. Cor. !2. Ciò posto é tnanifesto , che a mi* 
snra che si minorerà la distanza del centro di un di 
que^ cerchi da quello della sfera , maggiore si farà il 
cerchio; e che questo diverrà il massimo , allorché il 
piano che sega la sfera passa per lo centro di questa : 
che perciò 

li 3. De/, i. Tutti que* cerchi che hanno per 
centro quello della sfera si dicono massimi ^ e si chia* 
mano poi cerchi minori tutti gli altri. 

ii4« Cor. 1. Per due punti della superficie di 
Una sfera , che non sieno diametralmente opposti , non 
vi passa che un spio cerchio massimo ; poiché il pi^' 
no di questo dovendo passare anche per lo centro 
della sfera , viene a passare per tre punti , non posti 
• a, XI. ÌJ^ linea retta , e perciò è determinato *. 

ii5. Cor, a. Di più due cerchi massimi inter- 
Segandosi in una retta | che passa per lo centro co^ 
mune di essi , e perciò è un diaihetro , debbono di- 
vidersi scambie\*olmeule per metà ^ e le loro cìt' 
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Aonfeienze si verranno ad intersegare alla distanza 
di 180^. 

1 16. Def. 11. Quel diametro della sfera , cV è 
perpendicolare al piano di un ciixolo massimo , si di- 
ce suo asse : e gli estremi di un tal diametro ne sono 
i polL 

Questi punti si dicono anche poli di tutti gli al» 
tri cerchi paralleli a quel circolo massimo. 

117. Cor. E chiaro dall' addotta definizione » cfa« 
due cerchi massimi non possono avere un medesima 
polo : poiché altrimenti la congiungente un tal polo 
col loro centro comune , sarebbe perpendicolare a due 
piani diversi. Di più , che se per gli poli di un circolo 
massimo ne passi un altro \ gli archi di questo frappo- 
sti tra un de' poli e la circonferenza del primo cerchio 
sieno di 90^. 

PROPOSIZIONE n- 

TEOREMA. 

1 18. n raggio di una sfera sta a quello di un di lei 
cerchio minore , come il raggio trigonometrico al seno 
dell* arco di cerchio massimo , ch'i tra la circonferenza 
del cerchio minore^ ed il polo di esso» 

Sia ABC un cerchio minore , il cui polo sìa E\fig.^u 
sarà^il suo raggio . DB seuo dell' arco BE"^ ; ma nel trian* * io« 
golo rettangolo BDO sta V ipotenusa OB , cioè il rag* 
gio della sfera, al cateto BD , come il raggio trìgono* 
metrico al seno dell' angolo BOD *j o dell' arco BE« 
Dunque ec. C.B.D. 

119. Cor. Essendo i raggi di due cerchi come le 
loro cir conferenze * e quindi come le C^»* parti di *^?^ 

t 



queste , cioè come i loro gradi ; ne segue , die ! U 
grado di un cerchio massimo sia a fpiéUo di un cef- 
dùo minore , come il raggio trigonometrico al seno 
delTareo di cerchio massimo y dfè ira U cerchio ndmy 
re f ed U suo polo* 

lao. Def. in. L* angolo sferico è la acambieyolc 
MclinazioBe di due archi di due cerchi massiini sulla 
superficie di una sfera. 

111. thf. ly* Triangolo sferico è poi quella po^ 
none di superficie sferica , ch^ è terminata da tre aidd 
di tre cerchi massimi* 

PROPOSIZIONE m. 

T E O a E X A. 

%%%. Se in due cerchi disuguali si adaiU una 
slessa corda 9 V arco pik piccolo , che questa troncherà 
dal maggior cerchio j sarà minore deWarco pia piccolo ^ 
che la stessa taglierà dal cerchio minore. 

fg^ %2. Sieno ABR , ABH i due cerchi , ed AB k lon^ 
corda comune; e quindi A, B que^soli punti ne'quk- 

* 10.III..IÌ si potranno intersegare le loro circonferenze*. Or 

per gli loro centri F , G si tiri la retta EeHK , e si 
uniscano le BH, HA, 6K, KA. Inoltre si tiri la A^L, 
e finalmente giungansi le Be, BL. E poiché gli ango- 
li AeB , AKB fanno due retti , del pari che gli 

* aaJU. altri ALB , AHB *^ perciò quelli saranno uguali a 

questi. Ma 1^ angolo AKB è minore deir altro angolo 

* ai. I. AHB'^ ; adunque V altro angolo AeB dovrà esser mag- 

giore di ALB i e quindi il punto e dell* arco AeB 
dovrà cadere al dì sotto deU* altro arco AEB , e Io 
stesso dimostrandosi per ogni altro punto dell' src» 
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leB, ne segue perciò, clie ^l'arco AEB dovrà esser 
Buiggiore dell'altro AeB. C.B.D. 

A L I T E R 

Ì93. I due cercbì proposti AED, tEc si suppon- /jf. a%, 
ga che si toccUno al di dentro in E ; si tiri la retta 
EF6 per gli loro centri , e s* intendano neir uno , e 
neir altro cerchio applicate le corde uguali BC , bc 
perpendicolarmente alla retta EFG: è chiaro che se 
il centro F del cerchio &£c si supponga scorrere sul- 
la retta F£ , finché il punto K passi in H , cioè fin- 
ché la bc coincida colla BG , ed i punti b , e cadano . 
sopra gli altri B , C ; in tal caso V arco &Ec dovrà 
necessariamente comprendere ? altro BEC , e quindi 
esserne maggiore. 

ia4« ^<^'** Adunque : V arco di cerchio massimo 
minore della semicirconferenza , rappresenta la minima 
distanza , sulla superfìcie della sfera , tra i due punti 
pè* quali esso passa. Perciò V arco di cerchio massimo 
è la misura naturale , ed unica , anche perché costante ^ 
Ai ogni distanza sferica ; e quindi adoprausi esclusivamen- 
te archi di cerchi massimi per Iati de* triangoli sferici. 

ia5. Scoi. Che l'arco circolare AEB sia maggiore 
del? altro AeB, si rileva facilmente dal principio i.* sta- 
bilito ne^ Teoremi di Archimede ; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli archi AEB j AeB le tangenti AT , /f . »s^«i 
AX nel punto A dov' essi s* intersegano , e poi- si tiri 
la AZ , che divida comunque 1* angolo YAX compre** 
so da quelle tangenti ; una tal retta non potrà inter-* 
legare , che il solo arco esteriore AEB* Dal che chia« 
ramente risulta , che si possa inscrivere in questo 
un perimetro , che non abbia di comune coir arco 
A«B , che i soli estremi A » B. Ed à facile il tedere. 
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che si possa anche circonscriver sempre aIl*arco AeB un^al* 
tro perimetro di cui due lati sieno parti delle tangenti 
tirate per gli panti A , B , e che aflbtto non interse- 
giù quel primo* Or è chiaro che essendo l'arco AEB 
maggiore del perimetro in esso inscritto ^ sia anche 
maggiore dell* altro perimetro circonscritto ali* arco AeB, 
e quindi di tal arco. 

PROPOSIZIONE IV. 

T B a B X ▲• 

Jig, !k4. ia6. Se in una sfera si tirino i ire cerchi mas^ 

sirni ADB , AEB , JFB , i quali abbiano lo stesso 
diametro AB ; gli flngoli sferici in A , o in B ^ che 
vengono Jbrmati dalle circonferenze di questi cerchi ^ 
saranno proporzionali agli archi DE , EF deW allro 
cerchio massimo , che ha per asse la AB , e che sona 
posti tra le circonferenze di que^ primi cerchi', cioè, 
sarà V angolo DAE alt altro EAF , come t arco DE 
air arco EF. 

Imperocché si prenda V arco DC=^DE > e T altro 
FG=EF , e s^ intendano descrìtti , per gli ponti G , 
G gli altri cerchi massimi ACB , AGB : e chiaro , 
die se il punto C passi in D , il punto D passerà ia 
E, e r angolo sferico CAD combacerà coir altro DAE- 
che perciò essi saranno uguali . E similmente T angolo 
GAF sani uguale all'altro FAE. Laonde T angolo 
CAE, e Tarco CE saranno ugualmente mulUplici deU 
V angolo DAE , e dell' arco DE 5 come pure T anc^olo 
£A6 , e l' arco EG , saranno ugualmente multiplici 
ddT angolo EAF , e dell' arco EF. Ma è poi vero 
^c V angolo CAE ugua|lierà , sarà maggiore , o pur 



jSimOre dell* angolo EAG , secondo che T arco CE sa- 
rà uguale , maggiore, o minore dell* arco E6. Adunque 
dovri stare V angolo DAE ' air angolo EAF , come V 
arco DE alP arco EF'^. C.B.D. •rfS.r. 

lay. Cor» Gli Archi DE , EF èssendo proporzio* 
fiali agli angoli sferici DAE , EAF , potranno pren- 
dersi per loro misura: che perciò l'angolo sferico DAE 
sarà di tanti gradi e minuti , quanti ne contiene Inarco 
DE. Ma dello stesso numero di gradi e minuti e pure 
r angolo DO E al centro del cerchio HEK , il qual 
angolo misura T inclinazione del circolo BEA a 1 circo^ 
lo BDA^ quindi: ogni angolo sferico è dello stesso nu- 
merò di gradi e nUnùti delV angolo cT inclinatione d^ 
piani de'* cerchi , le circonferenze de* quali comprendono 
V angolo sferico. Che perciò ^ potri sempre prendersi 
questo invece di quello. E siccome se tirinsi accerchi 
ADB , AEB le tangenti AL , AM nel punto A , l' an- 
golo LAM è quanto P angolo DOE ^ perciò anche V 
angolo LAM compreso dalle tangenti i lati di un an- 
gelo sferico DAE nel vertice di esso , si può prendere 
per equivalente delV angolo sferico. 

ia8. S coL Essendo di 36o^ T intera circonferenza 
HEK ; anche di 36o^ dovranno essere tu Iti gli angoli 
sierici , che si verranno a formare in A da quanti 
cerchi massimi, si vogliono. E cosi si potrà dimostrare , 
the! gli angoli sferici verticali sono uguali^ che: gli 
angoli sferici conseguenti sono uguali a due retti ; ed 
altre cose , che per brevità si tralasciano di qui rap* 
/ portare. 
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PROPOSIZIONE T* 



T I O B B X A* 



IB9. Ogni ìaio di un iripngoto ^erice è mumor^ 

ff. ftS« Imperocché sieuo CD > DA due lati di un ango- 

lo sferico; è egli chiaro, che per termiiiare un tri- 
angolo sferico , dehbsno questi esser segati da im 
teno arco AC , prima che si riuniscano di nuoTO 
in B » alla distansa di 180^ dal punto D. Dunque ec. 

PROPOSIZIONE YL 

T B O a B K ▲• 



i3o. La somm a di due lati di un inamgolù sferiem 
è sentire maggU^rt del lerso. 

/f« s6. Sia ABC un triangolo sferico. Si compia il circo- 
lo ABD, e preso farco BE=BC, si tiri lacordaEA 
la quale incontri in F il diametro BD , e si uniscano 
le FC , CA« Or se il cerchio BED s' intenda rivolger- 
si intorno al suo diametro BD, finche il punto E 
eoinudt coU altro C^ coÌMd«ri k £F cotta VC^ o 




Bx Tiixfioxréxx TkiÀ. Si 

l^li sarà uguale : che perciò , siccome le CF , FA sono 
Inaggiori di CA , cosi sarà anche là EA maggiore de 
CÀ ; e quindi ]' arco EBA , ossia CB-f-BA ,^ dovri esse; 
iuaggiore dell'arco CA. C.B.D. > 

PROPOSIZIONE VII* 

TEOREMA. 

i3i. La ionaha de* tre UUi di Uri triangolo sferico fi^*^^ 
i sempre minore di 36o^. 

Sia il triangolo sferico ADC , i cui Iati DA , DC si 
prolunghino fino ad incontrarsi dì nuovo in B: ed es- 
sendo AC minore di AB+BC, ed AB+BC = 36o*^ --^ 
AD — DC; sarà AC minore di 36#^— AD — DC. 
Laonde aggiuntovi di comilne AD-^DC , sari AC-f-AD 
+DC minore di 36o^ C. B. D. 

i32. Cor^ Quindi si potrà sèmpre supporre , che 
un triangolo sferico sia la Base di un angolo solido , 
die ha per vertice il centrò della sfera cui si appai^- ' 
tiene un tal triangolo sferico , ed i cui àngoli sond 
usurati da' lati di questo ^. f ^ì Jt^ 
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' PROPOSIZIONE vm- 

T E O R B le A. 

i33» Se in un triangolo sferico , preso per polo 
ciascun vertice de" suoi angoli ^ si descrivano tre or* 
chi di cerchi massimi ; questi incontrandosi formeraor 
no un altro triangolo sferico , i cui lati , e gli an' 
goli saranno supplementi degli angoli » e de* laU del 
proposto. 

Jtg. 39. Partb I. Imperocché essendosi descritto col polo 
A r arco DE ) è chiaro che il punto E sarà distante 
per 90^ dair altro A ; ma col polo B si è descritto 
r altro arco FÉ ^ che perciò Io stesso punto E, é an- 
che a 90^ di distanasa da B : adunque il punto £ sari 
polo dell' arco AB. E cosi pure si dimostra , che D sia 
polo di AC , ed F di BC. Ciò posto , si prolun^ 
Parco AB in6, e T altro AC in H: e poiché GE=90<^ 
= DM, sari GE+DH= iSo^'sbDH + HE + GH 
= DE 4- OH. Ma GH é misura dell'angolo sferico 

• 127. A*. Dunque DE é supplemento di A. Ed in sioùl gui- 
sa si dimostrerà essere DF supplemento di G , ed FÉ 
supplemento di B. 

Paktb n. Si prolunghi GA in L , sari GL mi- 
sura dell' angolo E. Ma GA = 90^ = BL y e perciò 
GA + BL , doé GL + AB = iSo"". Dunque I* angolo 
E é supplemento delP arco AB. Ed in simil marnerà si 
dimostrerà esser V angolo F supplemento di BC 9^1^ 
angolo D supplemento dì AC. 

Adunque se in un triangolo sferico ec. C»B»D* 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

i34* Im somma de* tre angoli di un triangolo 
sferico y è sempre maggiore di 180^ ^ e minore di 54o^ \ 
cioè maggiore di due retti j 9 minore di sei. 

Parte I. Imperoccbè se la somma degli angoK ài 
u-n triangolo sferico non è maggiore di 180^; la sonuna 
de* Iati del triangolo supplementale sari 3i6o^ , a anche 
di più. Lo che ripugna^. * 1^1. 

Parte II. Che se la somma degli angoli di un 
triangolo sferico potesse pareggiar 54o^ , cioè 6 retti ; 
o almeno un di essi dovrehbe esser maggiore di due 
retti, o ciascuno destre pareggiar due retti. E 1' una 
cosa , e r altra è im|iossibile ; poiché in tal caso 
di questa stessa grandezza dovrebbero anch^ essere gli 
angoli rettilinei ^ che rispettivamente gli pareggiano. 

i35. Cor, 1. Da ciò segue che: prolungandosi un 
de^ lati di wi triangolo sferico^ , T angolo esteriore è 
sempre minore de* due interiori ^ ed opposti. Poiché 
qi^esti insieme col terzo angolo del triangolo fanno 
più di 180^ ] mentre quello insieme collo stesso terza 
angolo sono uguali a 180^. 

i36. Cor. 2. Che se un triangolo sferico ha un 
angolo retto j. gli altri due possono essere o anche 
aretti , o ottusi , o pure a^uti ^,ma in quest' ultimo caso 
ciascun di essi deve esser sempre magg^iore di 4^^'-^ 

137. Scoi. La sonmia degli angoli di un triango- 
lo sferico potendo variare da 180^ fino a 54o^ , n^ 
Segue , che ne^ triangoli sferici non avviene come ne^ 
tettiliaei» che dati due angoli è dato anche il ìos^ 
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zo : che perciò i tre angoli di un triangolo sferico non 
fonnano due ditti , come ne^ rettilìnei ; ma tre distinti. 

PROPOSIZIONE X. 

V B o a B X ▲• 

il' ^^^' '"^ triangoli sferici che hanno £ lati uguàU 

Vun V altro , e che sono nella stessa superficie sferica , 
fumno anche uguali gli angoli compresi da^laii uguali» 

Cos. 1 . Sieno BAC , hac ì triangoli sfèrici pro- 
posti ; e primieramente i lati uguali corrispondansi alla 
stessa parte , cioè BA sia uguale a te » C A a ca , e BG 
a bc. Sia inoltre O il centro della sfera alla ipiale 
^ssi si appartengono ^ e da questo punto s* intendano 
condotti i raggi adertici degli angoli de^ proposti trian- 
goli. % chiaro che si verranno in tal modo a costi- 
tuire nel punto O due angoli solidi compresi ognu- 
no da tre angoli uguali , T un T altro , che per- 
ciò questi si potranno fiir cond>aciare j ed allora ca- 
dri il punto n in A , e in C , i in B : quindi il 
triangolo sferico bac CQiohacerà coU^ altro BAC \ e per- 
ciò gli sarà uguale. 
f$* *^* Cm. a. Qie se que^ lati uguali non si corrispondano, 

come si vede nella figura corrispondente , ove iJ Iato BC 
del triangolo BAC è da una parte, e l'uguale bc nell'altro 
triangolo bac è 4^1' altra, in tal caso è chiaro, come la 
figura stessa rappresenta , che i due triangoli sferici BAC , 
hoc sieno propriamente quelli, che sottendono due ani 
goli solidi verticali posti al centro O di una sfera. Or 
31 vede , ' cl^e il piano BAte s' inclina all' altro HCbe 
sotto un angolo , eh' è uguale sì a quello compresa 
fla|;Ii fu-chi ^A , QC , che d^li i^ltrì ba , bc. Jjaondf 
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ì due angoli sferici ABC, abc sono tra loro uguali. E simile 
mente si dimostrerà^ cbe sia Tangolo ACB uguale air altro 
acb j e r angolo BAC uguale a toc. Duncpie ec. C.B.D. 
139. €or. Da questa proposizione se ne deriva 
r altra , che : Se due triangoli sferici , che sono nella 
stessa superficie sferica , hanno gli angoli uguali y 
V un V aliro \ avranno anche uguali , V uno alV al" 
tro , i lati che sottendono questi angoli. Poiché aven- 
do i triangoli proposti uguali rispettivamente gli an- 
goli ] i loro supplementali avranno uguali rispettiva- 
mente i lati i quindi dovranno essere equiangoli ; 
e perciò i loro supplementali ,. cioè i proposti saranno 
equilateri tra loro. -E ciò costituisce una differenza es- 
senziale de^ triangoli sferici da' rettilinei. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

i4o. Due triangoli sferici ^ che sono sulta ine- /fe* **• 
desima sfera , se hanno due lati uguali a due Za* 
ii 9 V un V altro , e V angolo compreso uguale alV angolo 
compreso \ avranno la base uguale alla base. 

Cas. 1 . Sieno ABC , abc • i triangoli sferici propo- 
sti , e sieno essi priniieramei^te tali , che i lati uguali 
si corrispondano , in modo che sia B A =: ba , BC :;^bc y 
e r angolo B = A. Si congiunganò le OA , OB , OC , 
Oa , Ob , Oc. E poiché V angolo sferico ABC è ugua- 
le air altro abc , i piani OBC , Obc si dovranno si- 
milmente inclini^re agli altri AOB , aOb : che perciò 
se l' un angolo solido si ponga dentro T altro , essi 
dovranno combaciare i ed i punti A , C cadranno ne- 
gli altri a , e : adunque V arco AC coinciderla coir al« 
Ire OO) e gli sarà uguale. 



fi^. 28. Cm. *k. Che se quei triangoli non sieno simflmente 
"* * disposti , come gli dinota la figura corrispondente , allorA 
congiunto anche il centro O della sfera , cui essi si appar- 
tengono, compunti A , B, C, a , &, e , è chiaro che essen- 
.do gli archi BA , £C uguali agli altri ab ^ he ^ sien pure 
gli' angoli AOB , BOC uguali agli altri aOh ^ lOc^ ma 
di più i piani AOB , aOb sono similmente inclinati agli 
altri COB , cOb \ poiché gU angoli ABC , ohe si 
sono supposti uguali. Adunque è < facile il Tedere , 
che se pongasi il raggio BO in diretto coli* altro O^ , 
dehha il raggio AO essere in diretto con Oa , e CO 
con Oc : che perciò gli angoli AOC , cOa saranno uguaU \ 
e quindi anche gli archi AC , ac. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XII. 

T E O R E M A« 

i4i> Se due triangoli sferici di una stessa sfe^ 
va , hanno un lato uguale ad un lato ^ e gli ango<^ 
li adjacenti a questi lati sono anche uguali y saram* 
no pure uguali i rimanenti lati , V un V altro , quelli ^ 
cioè , che sono opposti agli angoli uguali^ 

^Vi! Cas. 1. Primieramente i proposti triangoli sfe- 

rici BAC , hac , sieuo disposti in modo , che si ^corri- 
spondano gli angoli uguali , t^chè essendo BA uguale a 
ha , sia r angolo BAC =: ha^:^ e T angolo ABC = ahcy 
è manifesto , eh' essi si potranno far combaciare ; t 
perciò sarà vero ciò che si è qui sopra enunciato. 

fe- 28. Qq^^ 2. Che se gli angoli uguali non si corrispon- 

dano ; allora é chiaro ^ che congiunti i vertici degli 
angoli di ciascuno de' triangoli col centro O della sfe- 
ra j se suppongasi cho gli angoli uguali AOfi , K)a 



siei^O verticali ; debbano , per T uguaglianza degli an- 
goli sferici CBA , cba , i piani BOG , bOc esser si- 
milmente inclinati allo stesso piano ABba : che perciò 
questi ne costituiranno un solo ; ed un solo piano costi- 
toiranno , per la stessa ragione , i due altri piani COA ^ 
aOc. Adunque le CO, Oc rappresenteranno una sola 
linea retta ; e quindi saranno uguali sì gli archi BG j bc y 
che gli altri CA , ca. G.B.D. 

PROPOSIZIONE Xffl. 

TEOREMA. 

m 

i4^* Gli angoli alla base di un triangolo sfèrico 
isoscele sono uguali tra loro. 

Ed un triangolo sferico , che ha due angoli u* 
guali 9 ha pure uguali i lati che oppongonsi ad essi. 

Parte t. Si divida per metà in D la base BC àeìfig» ^9* 
triangolo sferico ABG , e per questo punto , e per 
r altro A si faccia passare V arco AD di cerchio mas- 
simo i è chiaro che i due triangoli sferici ABD , AGD, 
avendo i lati uguali , V un V altro , debbano avere an- 
che uguali gli angoli in B , C , i quali sottendono gli 
uguali lati AG , AB. 

Parte n. Il triangolo sferico BAC , avendo ugna- fis* 27, 
li gli angoli in B , C ; il suo svpplementale DFE do- 
vrà avere uguali i lati EF , FD. Laonde anche gli an« 
goli in D , E saranno uguali; e per conseguenza uguali 
saranno pure i loro supplementi , cioè i lati AG , AB 
del triangolo sferico proposto. 

143. Cor, Quindi: un triangolo sferico^ eh' è equità" 
fero , dev' essere anch'* equiangolo ^ ed al contrario : un 
triangolo sferico equiangolo sarà equilatero. 



i44* Cor. s. Di più , dalla dimostrazione delk PaT^ 
t« prima si rileva , cbe V angolo ADB pareggi V altro 
ADC ; cioè cbe : in un triangolo sferico isoscele , V ar^ 
co di cerchio massimo , che passa per lo vertice del 
triangolo , e per lo punto medio della sua base , à per* 
pendicolare a <fuesta* 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA* 

i45. In ogni triangolo sferico j il maggior angolo 
è sotteso dal maggior lato , e il minore dal minore. 

Il maggior lato poi è sotteso daìV angolo maggiore 
ed U minore dal minore. 

/f«i5. Parte L Sia ADC un triangolo sferico , in cui 1* 

angolo C è maggiore dell' altro A ; e per mezzo dell' 
arco C^ si supponga fatto T angolo AC^ uguale a quel- 
lo in A , sarà V arco AdzszCd ; e quindi V arco AD ^ 
cb'é quanto Ad-^dD^ sarà uguale a Cd-^dD, Ma Cd 

• iZo. +dD è maggiore di CD'^: dunque ancbe AD sarà mag«> 

giore di CD. 

Parte II* Cbe se nel triangolo sferico ADC , il 
Iato AD suppongasi maggiore dell' altro CD ^ V angolo 
G dovrà esser maggiore dell' altro A. Poiché nel caso 

* i4a. cbe gli si supponesse uguale ^ sarebbe l'arco ADssDC* ^ 

• supponendosi V angolo G maggiore dell' altro A , ne 
risulterebbe l' arco CD maggiore di AD. E 1' una , e 
l'altsa cosa ripugna alla supposizione fatta< 

Adunque ìx}^ ogni triangolo sferico tc< C.B«D« 
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i46. Per brevità dinoteremo eòn A^ B, C gli 
aftgoK di un trìàngolb sfh'ico, indicando qmeste ietterei, 
C[ueile che sono al yertice di essi, e con a^ b^ e espri- 
mereiho gueMati di un tal triangolo, che sono rispet* 
tivamente oppòsti a tpàìì angoU. 

i47* Dcf. I. La Trigonometria Sferica dà le re- 
gole per risolvere su i triàngoli sferici quello stes- 
so Problema , che la Trigonometria Piana risolve su i 
triangoli rettilinei , doè ; Date ire di quelle che dieonsi 
parti del triangolo sferico j non esclusi i tre angoU y de* 
terminare le tre parli che rimangono^ 

i48. ScoL Essendo s^ei le parti di un triangola 
sferico , trigonometricamente considerata , delle quali 
in ógni quiatione ne d^bono ni«s date tre , non e< 
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sdusi i tre angoli ; ne segue , che le combìnazioiii deDe 
parti date a tre per irolta, dovrebbero esser Y(mti. Ma 
siccome in tali combinazioni alcune contengono la stes- 
sa specie di parti essendoTene sei nelle quali sono 
senqpre dati due angoli , ed un lato opposto ad uno 
dii essi^ sei altre in cui sono dati due lati , ed un 
angolo ad un di essi opposto ; e cosi pure tre in cui 
tono dati due angoli, ed un lato adjaoente; e tre al-« 
tre in cui sono dati due lati , e T angolo compreso j 
perciò le venti combinazioni snddette vengono ad esser 
comprese ne^ sei casi seguenti , ne* quali resteri per 
consq^nen^a distinto Problema generale sofim cmm- 
cialo. 

I*. Se sftfls éaii i in laiL 

IT. O i ir€ amgoU. 

V3^. Se Mieti iaU éue htU^ e tamgolo ia esd 



lY*. O pmrm dme amgoU » eà U UOo Ae gU i aé- 



Se siem iad ime lafs, ed ws angolo ad 



TI*. O pare dme m^goii, ed wm Im§o eppodm md 
di esMÙ 
Or tntte ]e regole per la lisolnzioiie di 
possono dedmsi da* tre seguenti TememL 

PROPOSIZIONE L 

« s o m K M A. 



149. JSt ogmi inmigotm ^èric^ i eemi d^ leU 

tcrrit. i ned degli mmgoU ed csat qppoafif. 



/r. u. Sia CBA un triangolo sfetsco, ed i amn btì CB, 



CA , AB sievo ardbi di cerchi massimi di una sfera ^ 
il cui centro sia S , e si uniscano le CS ^ BS j AS. 
Ciò posto dal vertice di un ^alsiyoglia angolo C si 
tiri sul piano ad esso opposto ASB la perpendico* 
lare CD ; e poi da D su i lati SA , SB si calino le 
perpendicolari Dfi , DF , e si uniscano le CE , CF. 
E poiché il piano DEC è Jierpendicolare all^ altro SAB^ * «B-VL. 
ed SE , che esiste in questo piano è perpendicòlai'e alla 
loro ^comune sezione DE; sarà perciò èssa anche nor- 
male al piano CED * ; e quindi alla retta CE che ^tHXU 
giace in esso. Che perciò essendo le CE, ED per- 
pendicolari , nello stesso punto E , alla comune sezio- 
ne SA de* piaoi SAC ^ SAB in cui esse rispettivamen- 
te esistono ; V angolo CED dinoterà T inclinazione di 
taK piani* « E similmente si dimostra, che T angolo CFD *«!.<( Jà^ 
sia quello d' inclÌDazione del piano CSB ali* altro SBA« 
Laonde gli angoli CED , CFD , che rappresentano le 
inclinazioni di piani CSA, CSB, in cui esistono gli 
archi CA , CB, al piano ASB in cui è V arco AB , si 
potranno prendere per gli angoli in A, e B deltrìan- 
lo sferico CAB*. • nj^ 

Or poiché nel triangolo rettilineo CED rettangolo 
in D sta 

CE : CD :: R s sen< CED"" • ^s^ 

e similmente nelF altro triangolo rettangolo DCF ^ itii 

CD : CF :: sen. CFD : R 
torà , per equaliti perturbata , 

CE : CF :: sen. CFD s sen. CED. 

Ma CE ) e CF sono rispettivamente i seni degli archi 
CA , CB , cioè & , A > e gli angoli CFD , CED son^. 
lo stesso che gli angoli in . B ed in A del trtango* 
lo sferico CAB. Aduiique sari 

sen* t : sen. a :; sen. B : sen. A 



£ stmikiaitft m dimost^jiri 9 die sui 

ses. li ; seD. e :: tea* A : sea. C. 

Dalle quali due propoRioni si xìcaTerà finalmente» 
per eqoadità ordinata , la terza. 

sen. b : sen. e :: sen. 6 : sen. C 

Xiaonde i seni de^ lati di un triangolo sferico ec« 
C B. B. 

i5o. ScoL Dalle tre* precedenti proporuoni A ri- 
ctTano le seguenti equazioni , cioè 

sen. k sen. A := sen.a sen. B 
sen* a sen. C ss sen. e sen. A 
sen. b sen. C ss sen.c sen. B 

Per messo delle quali si risolTono fcrilmeaie I cs* 
ù enunciati ne* precedenti numeri Y • , e YL j come 
ai vedsi qui appresso. 

PROPOSIZIONE IL 

T B o a S X A. 

iSi. H eoaeiio di mm taio di un Érùmgolo sfierieo^ 
è ìtgmàle al prodaUo dé'coseni degli aliri due ìaU , ag* 
ghtniovi il prodoUo desumi di quesU nA cateao ddt an^ 
gqfo 4* «ss» coii^prcto. 

Js. 3e» Si supponga fatto T apparecchio stesso del prece- 
dente Teorema, e poi dal punto E si tiri la E6 
- perpendicolare alla SB , e per D si tiri alla stessa SB 
L parallela 1». Ed essendo gK angoH GES /6SE 
aguaK ad un retto , essi par^g^Mino ^angolo SED , 
dit'è retto: laonde togliendone di comune T ango- 
lo GES» rtst^ rangola GSB» o BSA ugnale ad 
HED. 
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Or nel triangolo EHD rettangolo in H , éty^ es* 
fere HD=DE sen.DEHssDE sen.BSÀsDEsen.c; ed 
è ^oi DE=EC sen.ECD=EC cos.DEC=:sen.6 cos. A. 
Laonde sarà HD = GF = sen« b sen. e cos. A. Ma 
SG=SE cos.ESG=SE cos. e ; ed SEaSC cos.ESG 
s£ 1 X COS. 6, , ( prendendo il raggio SG della sfera 
ABDC per raggio trigonometrico , e quindi =: i ). A- 
dun<{ue sarà SG =: cos. b cos. e. Per lo che essendo 
SF = SG + GF, sarà , sostituendo cos. a ad SF , e 
per SG, e GF o DH i loro rispettivi valori trigono- 
metrici quassù ritrovati , 

cos.a:=:cos.ft cos.c/-|- sen.ft sen.c cos.A 
E poiché tal dimostrazione regge ugualmente per 
cos. 0, che per cos. b, e per cos. e \ perciò , trasmu- 
tando uell* equazion precedente Fa in ó, ò in e: ed, 
al contrario , T A in B , o in C , se ne otterranno le 
altre due 

cos.b ^s cos.a cOs.c -f- sen.a sen.c cos.B 
cos .e = cos.A cos .a -^ sen.fr sen.a cos.G 
In generale il coseno di un lato è uguale ec. C.B.D* 
i5ft. Cor. 1. Se nella prima equazione di questo 
Teorema si sostituisca il valore di cos.c preso dalla 

terza di esse, ^eJlaltro di sen.c = '• r-^ , che 

^en.A 

si ricava dalla seconda equazione dello Scolio prece- 
dente, né risulterà 

cos.a=: cos.fr ( cos.frco§.a -f« sen.fr sen .a cos»C) 

sen.fr sen.a sen.C X — — 

sen.A 

dal quale prendendo il valore di — '-.j cioè di cot«A 

sarà 

- cos.afi— cos.fr*)— sen.fr sen.acos.frcos.C. 

cot.A =5 ^ X ^ 

•frsen.asen.Ci 
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E ponendo in taP espressione sen.fr* per l-*«>coi«V| 

COS. a ^ ^ cos.C . 

cot.a per , e cot.C per — -, ; n avrà 

* sen.a sen.C» 

sen. A . ^ /i 

«ot* A =s cot.g " ■ .; - — cos«p cot.u 

sen. ti 

£ se in vece di eliminar dalla prima equazione cos^^ 
e sen.c , si fosse eliminato cos.& ^ e sen.^ ; si saxelbd 
trovato ugualmente 

sen. e _. 

cot. A =i cot .tì ' ! " ' ^ -*^ Cos.C cot.B. 

sen.B 

i53. Cor* %. Eliminando similmente nella seconda 
equazione del Teorema cos.c , e sen.c , o pur co8.a ^ 
e sen.a , si otterrebbero i due valori di cot.B anak- 
giù a^ poc' anzi rinvenuti per cot. A. e nel modo stesso 
coir eliminazione di cos.a y e sen.a , o pur di cos.A. , 
e sen.A nella terza di esse , si otterrebbero due espres» 
sioni corrispondenti a cot.C , cioè si avranno le se* 
guenti c[ualtro formole 

„ . , sen.a ^ 

cot.B = coi.b j^ -— coS.a còtC 

sen.Li 

^ sen. e 

cot.B £5 cot.A 1 • còs.c cot. A 

sen.A 

^ sen.a _^ 

cote £i cot.C sr "^ cos.a cot.B 

sen.B 

sen .A 
cot.C = cot. e . — *• cos.p cot.A 

sen.A 

Ma tali formole di cot.B , e cot.C , come di leggieri 
si comprede, e come lo mostra ancbcf la semplice in- 
spezìone di esse , si possono facilmente ottenere per-, 
mutando nelle due già avute per cot. A , TA in B , o in C 
e r a in & , o in e. E noi in appresso tutte le volte , clie 
ottenutasi una formola per un caso , si cercassero Ift 
altre pe' casi analoghi , ci limiteremo ad indicare il 
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Mn^nìè eamliiainento di lettera , dte doTri &m in 
quella , per ottener queste. 

i54> Scoi. Siccome dato il seno di uo arco è an- 
dbe dato il suo coseno } cosi ciascntia delle tre equa- 
»oni del presente Teorema , la quale esprime il rap- 
porto , che t' i tra un lato di un triangolo sferico co- 
flì altri due, e colP angolo eb« essi comprendono , 
non contiene che solamente quattro grandezze isdeter* 
minate ; e perciò è chiaro , cbe date tre di queste n 
potrà determinar b quarta. Cod se lien dati nella 
prima equazione sen. b , sen. e , e cos. A , vale a dire 
due lati , e 1* angolo compreso ; si potrà determinare 
il terxo lato. £ se fossero dati i tre lati , e quindi 
cos^, cos^ , COS.C, se&.fr , sen-c , sì potrebbero de- 
terminar gli angoli. Qui appresso faremo vedere , come 
per mezzo delle equazioni suddette, e di quelle de* 
Coroll. sì postano risolvere completamente lutti i can 
«Dntenuti ne' nnm. I. e HI. del 5. t^6. 

PROPOSIZIONE in. 

T X O R I K i. 

i55. n coseno di an angolo Ì uguale al prò- 
dotto del cosetio del lato opposto , né" teni degli al- 
tri due angoli, toltone il prodolio de" eoteni di tptestì. 

Dinotino A', B', C gli angoli del triangolo sup- 
plementale del proposto , ed «^ , ^^ > e' , i lati di es- 
co sarà < 

coLi/s: coa.b' ca»,<^-\- sen.ft' sen.c'cos.A'". * 'Si. 

Ma CDt.o'^ — cos.A* ; cos.ft'ss — cos.B ; •10. 

eos.c'=— cos.C, aett'i's;: aen-B*) ten.(^^sen.C ; • .1. 
ctM.A''^ — cos.a. 



AdittM|M fatte .^este softitosiooi, e poi ttultifli'r 
cando per — 1 il risultamento , si Mjri 

COS. A =s cosui stn.B aen.C-*«cos.B cos.ti 
£ c^mbiapiìo ia qfuest* equaiione luu Tolta VA n\ 
B^eVaìabj edal contrario ; ed un altra Toltii 
rÀinC,etainc, ed al ccmtrario ; se ne otter- 
niK^ le altre due analoglie per cos.B > e cosX} cioft 
C0S.B =: C0S.Ì sen.A sen«C — « cos. A cos.C 
COS.C ;=5 008.C sen«B sen^A *^ cps..B cos^A 
i56« Cor. Se si fiicciaBO si>ll^ e<pagionc 
C08.A == cos.a«8en.B. sen.C — - cos»B cos^C 
le stesse operauoni , che si sono fatte nel Coroll. 1 • 
del Teorema precedente si otterranno per Gotui le due 
seguenti espressioni , cioè 

sen.B ^ 

cot.a =: coUA + cot.e cos.B 

sen* € 

. sen.C . ^ 

cot.a =z cot.A *■ ■ , 4- cot.ft cós.C 

sen.^ ' 

Nelle quali praticandoci lo stesso cambiamento di 

lettere poc* 'anzi indicato , se ne otterranno due altre 

analoghe per cot.i , e due altre per cot.c , che sono 

le seguenti , cioè 



cot& 


. -^ sfn.A . 
= ootB " 4. cotx cos.A 
sen.C 


còti 


n sen.C . g-^ 

ss GOt.B h ^^-^ oos.C 

8en.4s 


€0t.C 


^ _ sen.B , ^ -j 

= cote ■ + COt« COS.» 

sen.a 


cote 


ss cotC — + coti cos.A 



s«a.a 

* questi talori di cota» coti, cote, si ^artUero 
unche potato ottenere , risolvendo , per rapporto a ttSi 
guanti ti I Tequaiioni che si sono ottenute ne* nùmeri 

^5a 9 i53 1 ftprìiMiiti ì Tilwi di cottA , coWBy cdt.C 
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iSy* SeoL Da cUscuna delle tre equazioni irinve» 
nule nel presente Teorema si rileva , che dandosi in 
viB triangolo sferico due angoli 9 e i lato cbe gli è ad- 
iacente , si può determinare T angolo opposto a <{ue- 
sto. ' Cosi per esempio , nella prima di esse , dandosi 
sen.B, sen.C , e quindi cos.B, cos.C, e di più cos.^^ 
si fari noto cos.A. E dandosi i tre angoli , si potrà 
per mezzo di esse determinare ciascuno de* lati. Ya- 
le a dire che da questo terzo Teorema restano risolu- 
ti gli altri casi compresi ne' num. II. e IV. del 5* i4B« 






i 
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C A P. II. 

RlDITZIONB DELLB FORMOLE PRECEDEKTI , HEL Ci90 CHK 
U. TRUITGOL* SFERICO ABBIA UN ÀNGOLO ILBTTO. 



i58. Le fonnole semplicissime , che si sono ne^ 
precedenti numeri rinvenute, e per mezzo delle q[uali 
con facìltà risolvonsi i triangoli sferici , come qni ap- 
presso faremo vedere , restano agevolmente modifica- 
te nel caso , che il triangolo sferico ahbia un ango- 
lo retto. 
J^. 3i. Per ottener queste riduzioni si supponga , che il 

triangolo sferico ÀBC abbia retto T angolo in A ; e 
quindi che ne sia il lato a V ipotenusa : egli è chia- 
ro che dovrà in questo ca^o esser sen.A = i , e 
cos.A = o. 

1 59. Ciò posto sostituendo 1 per sen. A , nelle 
prime due analogìe recate in fine del n.^ ^49 » ^^^^ 
si ridurranno a queste altre 

sen .a : sen.^ :: 1 : sen.B 
sen.a : sen.c ;; 1 : sen.C 
Dalle* quallPsi rileva , che :' In ogrU triangolo sfe- 
rico rettoìtgolo , il seno delV ipotenusa sta al seno di 
un lato , come il raggio al seno delV angolo opposto ad 
un tal lato» 

160. Inoltre ponendo o per cos.A nella prima e- 
quazione del n.^ i5i , questa si ridurrà a 

COS. a =; cosjb cos.c 
e quindi si rileverà essere 

1 : cos.ò :: cos.c : cqs.ii 



V 

I 
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fcioé : Il taggiò sta al coseno di un lato , eome U 
coseno delV altro lato al 'coseno delV ipotenusa. 

i6i-. 'Or le due formole esprimenti cos.B , e 
cos.C rinvenute nel numero i55. riduconsi nel presene 
te caso a ' 

cos.B =^ COS.& sen.C 

cos.C = cos.C sen.B 

e queste due equazioni danno le seguenti ànalo* 
gie 5 cioè 

1 : COS.& :: sen.C : cos.B 

1 : COS.C :: sen.B : cos.C 

ciascuna delle quali indica , che i // raggio sta al c^ 
seno di un lato , come il seno delV angolo adjacente 
al coseno delV angolo opposto. 

162. Ponendo cos. A =. o nella prima equazione 
del n.^ i55 , essa diverrà 

cos. a sen.B seti.C -— cos.B cos.C = o 

che risoluta per rapporto a cos .a , dà 

cos.B cos.C 

cos.a = srX n 

sen.D sen.Li 

e quindi cos.a X tang.B = cot.C 
pure cos.a X tang.C = cot.B 

le quali due equazioni si ottengono dividendo la pi^e- 
cedente , una volta per lo' primo fattore del secondo 
membro di essa , ed un^ altra volta per lo secondo J 
e poi praticando le ovvie riduzioni. Finalmente da 
tali equazioni se tie ricaveranno le seguenti due a-* 
aalogie 

1 :,cos.a :: tang«B : cot.C 

1 : cos.a :: tang.C ; cot*B 

ciascuna delle quali dà luogo al seguente Teorema : JH 
maggio sta al coseno delV ipotenusa , come la tangente 
ài un angolo alla cefangente delV altro. 



i€3. Siceòme essendo P aogolo A di ^% il rao 

complemento é zeto , cosi cot.A s= o ; il qual valore 

aostìtuito nelk due espressioni di cot.a recate ad n.* 

1&6, darà 

cot a =5 cot.c cos.B 

cot.a =1 cot.A cos.G 

dalle quali due equazioni si ricaleranno le seguenti 
analogie 

1 : cos.B :: cot.c : cot.a, cioè :: tang.a: tang.c 

i 1 : cos.C :: cot.6 : cot.a , cioè :: tang.a : tang.fr 

Le quali e' indicano , die : // raggio $ta al coseno di 

un angolo^ come la tangente délV ipotenusa a quella del 

Udo aijacente ad un tal angolo» 

164. Finalmente ponendo sen.A=:i, ecos.A=ro 
in queWalori di cot.fr, e cot.c del numero i56y 
ne^ quali /si contengono le suddette linee trigonome- 
triche dell' angolo A , essi si ridurranno a^ seguen- 

ti , aoe 

, cot.B 

cot.fr = — 

sen.c 

cot.c 

cot.c = 

sen.fr 

• quindi sari 

1 : sen.c :: cot.fr : cot.B, o sia :: tang.B^ tang.fr 
1 ': sen«fr :: cot.c : cot.C, o sia :: tang.C : tang.6 
dalle quali due analogie si ba poi permutando 

1 : tang.B :: sen.c : tang.fr 
X : tang.C :: sen.fr : tang.c 

cioè : ti raggio sta alla tangente di un angolo ^ come 
U seno del lato adfactriie ad esso alla iangeaie del lato 
che gli è opposto. 

i65. -Cor. 1. Essendosi dimostrato nella prima ' 
analogìa del precedente numero , che stia 1 : tang.B :: 
sen.c : tang.fr » siocone stn^c é sempre dello stesso se- 
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^no del primo fermine di questa proporzione , il qual 
rappresenta il seno nussimo , così dovrà pure tang.B 
.essere del segno stesso di taag.b. E similmente riU- 
▼«ndosi. dalla seconda dì esse , clie tang.C debba sem- 
pre essere del ee^Q stesso di tang^ , se ne potrà con- 
chiudere, cbe : Ne^ triangoli sferici rellangoU , ciatcua' 
lato è della aletta specie deW angolo , che gli i oppo- 
sto ì cioè che il numero de' gradi per ciascun di essi è 

minore di ^o", o pur maggiore. ~ 

166. Cor. 3. Inoltre nella stess' analogia , essendo 

1 ^sen.c ,, dovrà essere ancbe tang.B ^tang.&. Quindi se 
mai i segai di queste tangenti sieno positivi , cioè, che B, 
e b sieno archi ciascuno minore di 90° , sarà B ^ £ j 
se poi saranno negativi , e perciò B , e b ciascuno 
maggiore di 90°, sari B i^ b. "E veriGcandosi Io stesso 
per gli arcbl C , e ; sari irero , che : Né' triangoli t/c 
vici r^langoli , ogni anguìo obbliipio non può mai es- 
$er minor se acuto , maggiore se ottuso , del lafo che 
gli è opposto. 

167. Scoi. Le formole di nduzione de' numeri 
169 , 160, i6t , 162, i63 , 1G4 , che abbiamo espres- 
se anche in forma enunciativa, per renderle più rite- 
nevoli , ed anche per mostrare la loro corrispondenza 
co' Teoremi di Trigonometria Sferica , cbe nelle ordi- 
narie istituzioni di questa scienza si prepongono , sono 
sufficienti , come tra pojco sì vedri , alla completa , e 
facile rìsoluxioae de' triangoli sferici rettangoli. 



J 



r 
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Applicazione db^ pruicipj stabiliti iwl precedbrtb ca- 
pitolo ÀLL^EFPETTIVA RIS0LVB109B DB^TBUHCOU SFBBICI. 



168. Le parti di un tiiaDgoIo sferico possono in 
modo combinarsi tre a tre , come si è veduto nel nu- 
mero i48 , che ne risultino sei casi assolutamente di- 
versi , alla risoluzione de' quali sono sufficienti que' 
principi che dal $• 149. in poi abbiamo stabiliti, co- 
me passeremo a mostrare ne' seguenti 55. Intanto 
per serbare , per quanto si può , !' uniformità di 
questo TratUto con quello di Trigonometria Rettili- 
aea , ed anche per proceder gradatamente , incomin- 
ceremo dalla 

HlSOLlIXtOSt t>K*XUiBGOU SFKUCI UlTAirGOU. 

M- »4. ^69. Se un triangolo sferico EAF avesse retti i 

due angoH sferid in E, F; dovrelibero i piani de' cer- 
chi ADB , AFB esser peipendicolari e quello del 
cerdùo HEFK , al quale sareU>e per cons^aema andie 
perpendicolare la comune seùone BA di qne* primi 
cer^. Laonde U punto A essendo U polo del cerchio 
HpK gU archi AE, AF , che sono quelati del 
teangolo sferico proposto , i qudi sottendono ì suoi 
due angoli retti , dovranno esser ciascuno di oo' : ed 
al contrario si vede dùaramente , die se i Iati AE 
^ del «angolo sferico EAF fossero ciascuno di oo< 
gh ««olt M» L, F di ta tri«.soIo, opposti . auri.: 
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ti , dotrebbero esser retti. Adunque ìb un triangolo 
sferico 9 che ha due angoli retti , il valore de' lati op- 
posti a ^esti si ha per la natura stessa di tal triangolo. 
Ma poiché di queste quattro cose date , due si han« 
no per immediata conseguenza dalle altre due^ perciò 
non sono in realtà che due soli dati , e quindi non 
si potrà da esse risolvere un tal triangolo , cioè de- 
terminare il rimanente angolo, ed il lato che gli 
è opposto \ tanto più , che come facilmente s* inten- 
de , questi dati possono appartenersi non solamen- 
te al triangolo E AF , ma ad ogni altro DAF , C AF , 
ec. , ne^ quali il rimanente angolo , ed il lato oppo- 
sto si variano continuamente. Quello che solamen- 
te si sa , è, che il terzo lato, ed il terzo angolo 
sono uguali tra loro , sicché dato, V uno si ha an- 
che r altro: che perciò se il terzo angolo EAF si 
fosse supposto anche retto, il lato EF sarebbe pu- 
Te di 90*^. Vale a dire , che un triangolo sferico , 
che ha tre angoli retti ha tutti i tre lati di go* , e 
quindi resta da se stesso risoluto. Adunque non ci 
resta a considerare pel nostro oggetto , che solamen- 
te quei triangoli sferici re^ angoli , che hanno un 
solo angolo retto 3 il che eseguiremo nel seguente 
Problema. 



•• 
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PROPOSIZIONE Vfj 

»ltOtI.BlKA. 

170. /ji un trùaigolo sfierieo reUangoto ^ daU 
due ielle me parli ^ olire timgolu reHo ; ieiermma^ 
re le rimanenii* 

Caso i. 

Jlf.lt. Sien dati i cateti CA, AB[ i» e ], eacadmiii 
r ipotemsa > e gli altri due «ngdi 

i.^ LMpotenusa fiC [a] icstcri detenuMrU per 
SMiao dell* equazione 

• t^ cos«a =: OOS.Ì oosjt * 

dalla quale si farà noto oos^ 9 e 1* aico m q>pazji& 
dalle TaTole. Se pero cos^ risulti negMivo, un tal ar- 
co sarà il supplemento di quello , die lidie TaWe si 

• m« sarà rinvenuto*. 

a*^ Jj angolo B , e f altro C si «vraano poi um* 
diante le due seguenti equauoni analogie ^ tmm 1* al- 
tra , ricaTale dalle due analogie » anche tim loro, dd 



C A S • B. 

Che soffiasi un cateto AC [«], el%wteMBaBC[*]; 
e si €«rtlù Nhio cateto AB» t cmcm 4i^ memABl 
C atta Imm. 
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X.* n cateto AB [e] resta determinato dall* e- 
«piazione 



cos.a 

cos.c 5= ■ * 

cos.à 



i6a« 



s.^ L'angolo obbliquo C adjacente a) Iato dato 
resta determinato dall' equazione 

cos.c :i= -Ì2£:- » * i63. 

tang.a 

3*^ E r altro angolo acuto B, che gli è opposto» 
si otterrà per mezzo dell' equazione 

sen.ii = il ■■■ ■ * w i5^ 

^ sen.a 

La specie di un tal angolo non sarà dubbia, seb- 
bene espressa dal seno \ pòicbé i la stessa di quella 
del Iato AC, che gli è opposto*» ^ i<S6, 

Caso m. 

£ dandosi V ipotenusa BC [ a ^ , ed un degli an- 
goli obbliqui B. 

1.^ Il lato AC [ & ] opposto a quest'angolo si ol* 
terrà per mezzo dell' equazione 

8cn3 = sen.a aenJS^ * i5gu 

Ne la specie di un tal lato sarà dubbia. 

2.^ L' altro lato AB £ e j adjacente all^ angolo B 
resta determinato dall' equazione 

tang.c = cos.B tang.a* • 16S. 

3.^ Finalmente il rimanente angolo C tìcb deter- 
minata dall' equazione 

cot.C = cos.a tang.B * * *^ 



>4 
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Caso iv. 



Che se dias' nn lato AC [ ft ] , e T angolo C che 
gli è ^djacente. 

1 .° Si avrà r ipotcnusa BC [ a ] per mezzo dell' 

• equazione 

tang.fr - 

* i63. tang.a = — ^ 

COS. C 

a.^ L' altro cateto AB [ e ] si avrà dall' equa- 
zione 
f |64« tang.c == tang.C scn.* * 

3.** Finalmente per avere il rimanente angolo B 
si dovrà far uso dell' equazione 

* i(5i. COS.B = sen^C eo$-6 *^ 

Caso t* 

Se poi diansi il lato AC [ i ] , e T angolo B che 
gli è opposto. 

1.* L'ipotenusa BC [a] si avrà col ftre 

sen.fr 
sen.B 

a.^ L' altro cateto AB [ e ] si avrà per mezzo 
dell' equazione 

tang. fr - 

3.^ Ed il ri^n^^ente angolo C si otterrà dall' e- 
q^a^^ione 

C' cos.B « 
^ ...*. = r 

cos.p 

/r. ?a. Questo caso è dubbio ; poiché è chiaro , che pro- 

lungandosi i lati BC , B A del proposto triangolo sfe- 
rico , fjlnchè f ^ncontrÌ4Q in D j T angol9 B sarà ugua:- 



159. sen.a = — — . ^ 
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le all'* altro D * che perciò gK stessi dati si àppar- * 127^ 
terranno si al triangolo sferico BAG , che ali* altro 
J)AC Laonde non si potrà mai venire in cognizione 
se r ipotenusa del triangolo clie si risolve , sia V arco 
BC min 01^ di un quadrante , o pur T altro DC che 
n^ è il supplemento : e slmilmente non potrà detenni-* 
narsi, se T altro lato, e T angolo ignoti sieno BA, 
e BD A y o pure i loro supplementi rispettivi DA , e 
DCA , a meno che le circostante della quistìdne non 
tolgano quest^ incertezza. 

Caso vi. 

Finalmente se sien dati gli altri due ango- 
U B , C. 

1.® L'ipotenusa BC [a]; si avrà dall'equazione 

cot.G ^ 

a.® Un de' cateti AB [ e ] si rinverrà facendo 

cos.C 

sen.B • »®*il 

« r altro AC [ & ] con farsi similmente 

, cos.B 
cos.o = — .i...^ 

sen«C 
Ed ecco risoluti tutti i casi de* triangoli sferici xettan*^ 
goli. C.B.F, ^ 
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PROPOSIZIONE V. 

PmOBLBMA. 

17 1. In un triangolo sferico obbliquangolo- ^ dmte 
ire delle sue parli ; determinare le rimanenti. 



Caso 



I. 



Ji§. 33. Sien dati in prime luogo i tre Iati BC , CA , 

AB, [ <f , A, e ] e si cerchino gli angoli A , B , C. 

* i55* L* equazione cos.a = cos.6 cos.c -|- sen.fr sen.c cos.A ^ 

- , 4 coSi.11 — COS. é cos.c 

darà .... cos.A = ■ n n 

sen.fr sen.c 

Onde si avri il coseno àeìV angolo A ; e qpiindi que- 
sC angolo. E similmente si determineranno gli altri, 
risolvendo, cioè, le due altre equazioni del n«^ i5i , 
per determinare cos.B , e cos.C. Ed è chiaro , che in 
questo caso non resti dubbio sulla specie di ciascuno 
degli angoli ; poiché essendo essi esibiti da^ coseni , la 
fpeci€ loro resterà fissata dal segno di questi. E lo 
stesso p«ò dirsi destre seguenti casi. 



Caso 



n. 



In secondo luogo sieno dati i tre angoli A, B, 
C , e si cerchino i lati BG , CA , AB « [ a , fr, e ]• 

Si avrà il lato BC [a] per metzo dell* equazione 
• i55. cos.A=zrsen.B sen.C cos.a— -cos.B cos.C* 

dalla quale si ricava 



CO8.A 4- COS.B cos.G 
cos.a = - 

sen.B sen.C 

E p«> mezxo delle corrispondenti equazioni 

COS.B 4" COS.A cos.C 

COS*^ ss ■■ 1 1 ^i ' ' ' 

€ten.A sen.L 

cos.C -4^ COS.B COS.A 

cos.« = j^ " ' ^ ' ""' 

sen.li sen.A 

«i determineranno gli altri due lati AB, AC[5)ej* 

Caso m* 

Che se diensi due lati AC , AB [ fr, e ], e Tan* 
l^olo A da essi compreso ; si determineri il terzo late 
BC [ajf per mezzo dell^ equazione 

Gos.a ^ cos.fr qos.c-f^en.6 sen.c cos.A ^ • %Si, 

Ed il triangolo si termineri di risolvere come nel Ca- 
so- 1. B se voglìansi ottenere i rimanenti angoli B, G 
senza prima determinare il lato BC ^ a ] j si adopre* 
ranno le seguenti equazioni 

«^ ^ sen* e 

eot.B=£ 6ot.fr -. — cos.C cot.A 

ten^A 

* • iSK 

^ sen. fr 

eot.C t= cote — 7 — cos.fr cot.A 

sen.A 

G A s o lY. 

£ dandosi due angoli B , C , ed il Iato BC [^a ], 
che gli é adjacente. Si ayr& il terzo angolo A per 
mezzo dell* equazione 

cos.A=sen.B sen.C cos.a— cos.B cos.C * • iSlì^ 

£ le rimanenti parti del triangolo si otterranno come 
Bel Gaso a. Che se queste yogliaidi indipeadenteiaeniè 



%ì^Ì' \ìé È X. e M É 9 rr 1 

dalla determififtzioii* dell* angolo A , bisognerà cercarU 
per mezzo dell* equazioni 

^ sen.C ■ ^ M. 

cot.b = cot.B + cos.C cot.a 

sen.a 

* «*^- sen.B * 

•ot.e = toì.C — — + COS.B cot.a 

sen. a ' 

Caso t. 

In quinto luogo le parti date del triangolo Siena 
i due lati AC , AB [ Ì , e ] , e V angolo B opposto 

ad uno di essi. 

1 .^ Per aver I* angolo C , che sta oppòsto ali* al* 
tfo lato , bisognerà servirsi d«lP equazione 

sen.B sen.C 

• i5©. sen.C ss . * 

sen.p 

É ckiaro, cbe in questo caso la specie dell' àngo* 
lo C sarà dubbia : un Ul angolo C sarà J)er4 sempr^e 
maggióre deff altro B , nel caso cbe si sappia , che 

♦ 145. il lato e sìa maggiore di ò ; ed al contrario. * 

a.'^ n terzo lato CB [a] si avrà pareggiando tm 
loro i due valori di cot.A , che si sono ottenuti nel* 
B.^ iS^'y e determinando pet mezzo di quest* equazio^ 
ne il valore di cot.tf. 

3.^ Finalmente il rimanente angolo A, o si deter* 
minerà per mezzo del n.^ i49» o pure se si voglia 
determinare indipendentemente dal lato BC [a]^ biso- 
gnerà cercarlo maneggiando T equazione che risulta dal 
pareggiamento de' valori dixòt.^, ottenuti nel u.^ 1 56^ 

C ▲ s o n* 

Sleh dafi finalmente due anj^oli B , C ^ e 1 ktd 
'AB [ft] opposto ad un di essi* 
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Per avere il lato AB [e] opposto air altro angolo 
si fari uso dell^ «^azione 

sen.fr sen.C ^ 



sen.c =r 



sen.B 



Ed il terzo angolo A , ed il lato BG [e] , che 
lì è opposto , si potranno determinare come nel Ca- 
so precedente. Le parti del triangolo dimandate in que* 
sto caso , sono dubbie , come nel precedente. 

Adunque si è soddisfatto a .quello che dimanda- 
tasi in questo Problema. C.B.F. 



i5o. 
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GAP. IV. 



Di lìxwn triàngoli sfbmci la. cui risoluziohs vsnmDM 

JXL QUELLA DE" TElAlfGOLl SFEMCI UTTAB&OIJU 



PROPOSIZIONE VI. 

P E O B L B X A.» 

lya. Risolvere un triangolo sferico ^ quando tra le 
tre parti date di esso vi sia un lato di 90.^ 

fS' >7- Sia ABC an triangolo sferico , e BC il suo lato 

di 90^. E poiché descritta il triangolo snpplementale 
DFE j V angolo F deve anche essere di 90.^ ; perciò 
questo triangolo supplementale saia rettangolo : ed 
inoltre saranno date in un tal triangolo DEF ^eDe 
altre due sue parti , che sono i supplementi rispet* 

* t33. tjvi delle pard date nel triangolo BAC^. Laonde il 

• 170* triangolo DFE potrà risolversi * : e determinate che 

si saranno le sue rimanenti parti , resteranno andie de« 
terminate le loro corrispondenti nel triangolo BAC , cioè 
quelle che ne sono i rispettivi supplementi : che per- 
ciò si sarà risoluto il triangolo BAC» 

173. Scoi. Il triangolo sferico ABC, che hn un 
lato di 90.^ da taluni trigonometii moderai suol ddar 
marsi retiilatero. 
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PROPOSIZIONE vn. 



IP A O B L B M À^ 



1^4* Bi^olvere un triangolo sfkrico Uoscélé* 



jàUbia il triangolo' sAneico BAG i Itti BA , AC* /fi ^ 
Uguali , e dal Tertìce A si conduca al plinto^ iMclio^ 
D del lato opposto BC Tarco di cerdiio massimo 
AD , il quale dividerà il triangolo BAC in due trian- 
goli rettangoli ; ed è clùaro , che la risoluzione del 
triangolo BAC si ridurrà a quella di uno di questi 
triangoli rettangoli. 

PROPOSIZIONE vm. 

PROBLEMA. 

i^S. Risolvere un triangolo sferico in cui due lati 
sieno supplementi tunm deW altro. 

Sia BAC il triangolo sferico proposto , in cui i jl(f . S4< 
lati AB , AC sieno supplementi V uno dell' altro. Si 
prolunghi uno di questi due lati AB, finché sMncon* 
tri in D col terzo lato BC : sarà AD uguale ad AC ^ 
e quindi il triangolo CAD essendo isoscele si potrà 
risolvere come nel Prohlema precedente. Ma i tri- 
angoli BAC , ADC sono in modo connessi , che dal- 
le parti delPun triangolo sono sempre determinahi- 
li quelle dell' altro ; giacché i ktì AB , e BC dell* 
uno sono supplementi de' lati AD , DC dell^ altro , 
il lato AC é comune , gli angoli in B , e D sono 
Uguali , e gli angoli BAC , BCA sono supplementi de^ » 

i5 



gli angoli DAC , DCA. Adunque la riioltiaoiie AA 
triangolo BAG dipende da quella del Iriangcdo isoice* 
le ADC. 

176. Scoi. E facile il federe, che nel triangolo 

proposto ABC debba esser anche Tangolo ABCsnppIe* 

mento deli' angolo BCA. Poiché essendo V angolo ACB 

supplemento deir altro ACD , lo sarà anche dell' angolo 

•. i4a. in P » ch'è uguale all' uigirfo ACD"*; e quindi dell* al- 

• 1S7. trp in. B y eh' i uguale a' quello in D*^.' '' 
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lICXACtt rtOXBTMCRB IHTORirO A^ CASI VfSWt VELtA Alle- 

JXnXSi >1>S' TRIAKGOLI SFEiaci. 



177. Le presenti rieerclie bmiio per c^getto il 
mostrare geometricamente , come possano aver luogo i 
casi dubbj de^ quali, si è detto ne^ num. V. e VI dell* 
Prop. y. 9 o sìa in qual modo si yerifichi che cogli 
stessi dati, cioò due lati ed un angolo opposto ad un 
di essi 9 o due angoli ed un lato opposto , possansi) 
costruire due triangoli sferici diversi : ed entreremo a 
tal proposito ad esaminare y per quali valori particolari 
de' Iati la quistione resti dubbia , e per quali altri non 
lo sia. Finalmente cercheremo di restringere per mezza 
di alcune regole, al più cb'è possibile, la dubbiezza- 
di tali casi. 

178. Sia r angolo sferico BAC, i cui lati BA,/l^.35if 
AC si prolunghino fincbè s^ incontrino in A"^: e suppon- 
gasi primieramente T angolo in A , o il suo uguale 

in A"^ esser minore del retto , cioè mitaore di 90^ 
Inoltre prendasi T arco AB minore del quadrante , e 
dal punto B si abbassi sopra di ACA^ T arco perpendico- 
kre BD : eg|i è chiaro che prendendo , a destra ed a 
sinistra del punto D , gli archi uguali De , DC , gli 
archi di cerchi massimi Bc , e BC sieno anche uguali \ 
ed inoltre che T angolo sferico BcA sia supplementa 
dell' altro BCA. Imperocché gli angoli BcA , BcA^ so*. 
DO uguali a due retti, del pari che gli altri BCA, 
fiCA^) e di essi T nugolo BcG è uguale all' altro BCc y 



quindi dovrà il rimanente angolo BcA essere uguale al 
rimanente BCA^; chf perciò T angolo BcA del pari 
che r altro BCA^ ssltì supplemento dell' angolo BCA. 
Adunque essendo dati V angolo A , e gK anefai , ti , di* 
è il lato opposto a queU* angolo » e e eh' è il lato 
adjacente , s' ignorerà se si risolva il triangolo BAC , 
o pur r altro BAc. Ciò però ha un limite ; perchè se 
CB si faccia uguale a BA , diverrà un solo il triangolo 
dai risolversi , e la sua risoluzione rientrerà nei meto* 
éo esposto al at.^ ij4* ^ divenendo CB > BA , V ar- 
co BE uguale a QC dovrebbe ineontrare V arco AG 
•1 di là del punto A : ond^ è che co^ dati proposti mm 
potrebbe ottenersi che il solo triangolo BAC , meairt^e 
1^ altro BAE non ha più per un de^dati l'angolo BAG 
9» il suo supplemento BAE. 

E supponendo T arco AB^ [e] maggiore di un 
quadrante, cioè di 90^; ed abbassando da W sull^arco 
ACA^ la perpendicolare B'^D^, si vede similmente , che 
per ogni dne punti C^, c^ equidistanti da IX , e presi 
auU* arco ACA^ vi corrispondano arehi uguaK B^C^ , 
W^ ; e che gli angoli B'C^A , B^c'^A sieùo supple- 
menti Tubo deir altro : sicché essendo dati Téftgolo 
» A , ed i lati B^C^ [a], e B^A [e] , la foanùolsL che 
Ak V angolo opposto al lato, e ci lascerà nel dubbio 
8^ siasi ottenuto T angolo in C'', o il suo supplemento 
in c^. Ciò non avverrà però se V arco B'C^ si feccia 
uguale a B^A'" , cioè quanto il supplemento di AB^ : 
imperocché in tal caso non vi esiterà , che il solo triangolo 
B^AC"^ che possa costruirsi con que^ dati , e quindi il pro- 
blema sarà suscettivo di una sola soluzione.Né tampoco vi 
sarà caso dubbio se B'C^. divenghi maggiore di B^A^ ; 
poiché in questo caso Tarco B^E^ uguale a B^C^^ ca-r 
dendo col suo estremo E^ al di là del punto A\ non 
al j^otrà oostrutr^ più oo' dati d«l ptolilea^ ^ il 
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«olo triangolo sferico B^AC''. Vale a dire che non tì 
sarà caso dubbio se CB^'+B^A^, cioè a-f-c $ia uguale, 
ò maggiore di AB^A^, o sia di 180^. 

iy9. In secbndo luogo suppongasi die 1^ angolo J^* 36* 
sierico in A sia ottuso , cioè maggiore di 90^. Si prò* 
langlikìo similmente i lati AB , AC finché s' incontri* 
no in A^, e supposto che AB sia minore dì un qua- 
drante , dal punto B si' abbassi sull'altro Iato AG 
r arco perpendicolare BD , che cadrà dalla parte dell' 
angolo conseguente del' dato CAB. Ciò posto se si « 
prendano a destra e sinistra* del punto D, e nella cir« 
conferenza ACD 9 de* punti e , C equidistanti da D 
è egli chiaro , che gli archi di cerchio massitno 
che passano per quelli punti presi, e per B sieno 
uguali. Ma allorché gli archi uguali DAC , DA^c sono 
tali che DA^c è maggiore di DA^, il punto C e Taltro 
e Tengono a cadére nella stessa circonferenza ACA% 
e gli archi BC , Bc vengono perciò a sottendere lo 
stesso angolo BAC dato. Laonde è cUaro, che in tal 
caso cogli stessi dati, cioè l'angolo BAC , lato e adja*^ 
cento ^ e lato opposto a si potranno costituire due 
triangoli sferici diversi ABC ,' ABc , ne' quali V ango^ ^ 
lo ignoto .ACB deir uno , eh' è opposto al lato e , e il 
supplemento dell' angolo ignoto AcB dell' altro , eh' è 
opposto al lato stesso. Or perché in tal caso l'arco Bc 
è pttt distante dall' arco perpendicol&i'e BD , che l'altro 
BA^ ^ perciò quello sarà maggiore di questo , e quin<» 
di AB+Bc ^ o AB-I-BC sarà m^giore di ABA"" , 
cioè di 180^ : che perciò si vede , che un triango- 
lo sferico , ove un angolo dato sia maggiore di 90^ , 
il lato adjacente anche dato sia minore di 90^ , e 
la somma di esso e del lato opposto eh' è pur da- 
to , sia maggiore di ji8o^ , ha due soluzioni : e non 
Webbe $mcettÌTO ohe di una sola soluzione , se 



^ 
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la somma di tali lati fosse meno di 180*^ 9 o |mr 
i8o«. 

fg.ì'^ Che se Tarco AB^ si fosse supposto maggiore di 

90^ : abbassando similmente dal punto B^ sulla circon* 
ferenza AC^Af Tarco perpendicolare Wiy j e pren- 
dendo a destra e sinistra del punto D^, nella circonfe-^ 
renza stessa ^ gli archi uguali D^A^c^j IXAC^; allora si 
verrebbero a costituire due triangoli sferici cogli stessi 
dati , quando i due punti G^, c^ cadrebbero nella stessa 
semicirconferenza A£fA\ Or in un tal caso ciascun 
d^li archi VC^^ B^c^, come più distante dell' altro B^A 
dalP arco perpendicolare Wl/y dovrà eutt maggiore di 
B^A ; vale a dire co* dati stessi A , e , a il pr<^lema 
nvrl due soluzioni se e < a , e ne avrebbe una sola ; 
•ec^a,oc=ii. 

i8o« E sari facile il vedere che in ciascuno de^ 
due casi esaminati , cioè di A < 90^ ^ e di A > 90^, 
se r arco AB sia di 90® il problema avri sempre due 
soluzioni eccetto* il caso che Tarco a sia dello stesso 
numero di gradi e minuti che V angolo opposto A , nel 
qual caso il triangolo proposto è un solo , ed è biret* 
tangolo, né ha bisogno di risoluzione , essendovi tutto 
, gii noto. 

18 1. Finalmente se T angolo A suppongasi di 
90® , è chiaro , che il problema non possa avere co* 
dati A , e , sr , che una sola soluzione , qualunque si 
supponga essere il valore particolare di e, e qnalun* 
que il suo rapporto con a ; il che coincide con cuV 
che si disse al n.® 3. Cas. IL, ed al n.* 1. Cas. IH. 

• 170. della Prop. IV». 

i8a. Dietro queste considerazioni si potrebbe sta- 
bilire una tavola per conoscere quando cordati A a* 
e, la specie del triangolo sferico sia dubbia, e quando 
non lo sia ; e da una tal Uvola se ne potrebbe poi ri- 
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IcTUe, per mexzo del triangolo supplnoeotale, uo'al- 
tn y per conoscere quando co' dati a, A , C ]a- specie 
del triangolo è duLLia , e quando non Io è. Un tal 
•spediente è stato di fatti proposto , per conoscere ì 
casi effettivamenle dul>bj , da alcuni analisti Francesi 
«eguendo il Bertrand , che il primo lo adottò ( Deve-- 
toppemmt noweau de lapartie ilimentaire de JUalhémaii- 
^uet tom. 3. tect. y, ) ; ma sari meglio di qui recare 
a quest'oggetto le seguenti regole , le quali rendono 
tal teorica assai più determinata, più breve • comoda 
per la memoria. 

iS3. /. Vongola oppoiiu al lato miaora i acato ^ 
M la somma desiati dati è minore 180.* 

E al contrario ; il tato opposto alV angolo nòno- 
re i acato ^ te la tomima degli angoli dati i minor» 
di i8o». 

D die ti rileva duaramente dalla Propot. SIV. 
Uh. 111. 

184. //. V angolo oppotto al lato maggiore i «!•■ 
•ituo , M la somma de' lati dati tia maggiore dì tSo*. 
£d al contrario. 

E ciò i una coniegneaxa manifesta della stessa 
jnroposiùone. 

i85. ///. Quando la tomma desiati dati i uguale 
a 180", ancke la somma degU angoli opposti è uguale 
180*. E al contrario. 

n dw ecco in qual modo ai dimostra 

_ , , , _ COS.^— COI.d COS. e . - . 

Poiché cos.Dscnjias- ■ — ' *■ , sostituendo, in • i9i. 

sen.c 

quest'equazione il valore di cos.a preso dal ntunero. 

iiSi , e poi rìduccndo, col porre 1 — sen.* e per ■ )£. ; 

CM.'c * T si avr£ 

cos.B sen.a = cos.5 sen.c *- coi. A sen.^ G«.e || 

e pCT limiaetria dorri pariment* esser» 



^ 
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co3*C sen^a s: cos.c sen.fr -^ cos. A seme eos.ft * 

eli^ perciò sommando queste due equazioni, e poi r*« 
ducendo il risultamento , col sostituire «ea. ( h^o ) ìjb.» 
* 45. hiogo di sen.&cos.c-f-cos.6 sen.c ^ /sarà 

M . . scn.a ( cos.B-)-cos.C ) = ( i— cos.A) sfen.( é-f<? y 

• • ■» 
_ - , . _ sen.A sen.i 
• i5o; Ma è poi sen.B = — — — — ^ . . 

sen.4 

. »ei>.A ^n*c ,: . 
sen*L = . 

sen.a 

e quindi 5en.a (sen.B-|-sen.C) =: sen.A (sen.&4"^en.c ) 

Laonde dividendo quest'equazione per T altra M, 

si avrà 

♦ 

sen.B-)-sen.C sen.A sen.i-j-sen-c 
cos.B+cos.C 1 — cos.A sen.(^-f-c) 
nella quale , se si sostituisca al piamo mie^lim 

B + C 

♦ 63.1X. tang. * , e pongasi ia luoga c^ secondo 

ttemoro 

♦ 5q e A COS. '/a ( i— e Y 

»~iJii. • »»• -r '^ COS. ■/. ( »+c ) ' • «" » n^"™* •"'•"« 
■• u.,. ili = «*.±x2^J^<^> 

a % COS. Va, ( bA-c ) 

A 

Or siccome in quest' ultima equazione cot. — >. , e 



• 



Cds*-*' debbono essere sempre del segno stesso^ 

Jm 

ri vede perdi chiaramente, che debbano anche risu!*' 

I • 

. j 1 B-4-C £-4^ 

tar del segno stesso tang. , e cos. •— i-^cioé^ 

che : la metà ^Ua somma di due^ mngoli di tm M^r^ 



»i TfticoiioiiETAiÀ. lai IA'4' 

golù tferìeo ^ e la semisomma de* lati ad essi opposti 
sono della medesima specie. Dal che cliiarameiite risulta 
la terza regola quassù enunciata* 

i86. Dopo tutte queste ricerche , se la spe* 
«ie del triangolo resteri duhhia per una delle sue 
parti , cioè che dati A 9 a ) e non si conosca la 
specie di C, o dati a, A, C non si sappia la 
specie di e , resteri anche duhhia la specie dalle 
rimanenti parti del triangolo » come si rileva fa- 
cilmente. 



»6 



GAP. VI. 

BSMLB HEPBRlAirS y B X.OaO VSO VABTÀGttlOSO STBLUk 
U80L17S10VB db" TrUHGOLI SrEHICI» 



i^j. Nel principio del X^I.^ secalo faustissimo 
per le matematiclie , il barone Scozzese Giovanni Ne« 
pero , il cui nome sari immortale , 6nchè si coltive* 
ranno le scienze esatte, per la sublime ed utilissima 
invenzione de* logaritmi « stabili anche alcuni nuovi 
metodi di risoluzione immaginati da lui , per render 
più semplice la pratica della Trigonometria sferica (*)« 
fi è le nuove richerche analitiche fatte posteriormente 
da sommi Geometri moderni , né V eleganza » e la fa- 
ciliti che presentano per la risoluzione de' triangoli 
sferici le formolo Euleriane da noi rapportate , ed 
applicate a quest* oggetto nelle Propp. IV. e V. del pre* 
sente Libro, possono farci tralasciare di qui recar le 
Hegole Neperiane, Questo si che noi non le esporremo 
nella maniera tenuta dal loro inventore \ ma le dedur* 
remo da'principj stessi da noi stabiliti , ed in quel modo 
che ci è sembrato più convenevole. Che anzi è da av-« 
vertirsi , che le nostre enunciazioni della seconda e 
terza regola pajono differenti da quella del Nepero , 
per esseryisi da noi introdotto il doppio del logaritmo 
del raggio, come convenivasi fare, mentre nelle Tavole 
logaritmiche che oggigiorno si hanno per le mani de* 
calcolatori , il logaritmo del raggio ponsi uguale », 



!«■ 



C) Veggasi anche a fieifo propQÀlQ guanto i alato àcm uA 
Piammo Pr^WaaK. 



ló,oÒoooòo , e non già a zeto j come il suppose il 
Nepero , prendendo effettivaihénte V unità per raggio ; 
dal che nàsceva che quei logaritmo non doveva comparite 
nel calcolo. 

188. Eld al proposito della traduzione delle tot* 
mole trigonometriche delle quali finora si è trattato 
nelle due Trigonometrie y da algebriche in logaritmi^ 
miche ^ convien avvertire , che v^ é bisogno in far que^ 
sto passaggio della prudenza del calcolatore. Imperoc^ 
che siccome nel determinarle si è sempre supposto il 
leggio =± 1 ^ sicché questo fattore ^ che in molte di 
esse implicitamente si contiene $ con si ravvisa di fat« 
to \ e che ^ come si è già detto 9 il logaritmo del rag-^» 
gio nelle ordinarie Tavole de^seni^ non più, alla ma* 
niera di Nepero, vien posto =f o , ma si bene a 10^0000000^ 
cosi convenendo tenerne conto , bisognerà prima ap- 
parecchiarsi la formola algebrica sulla quale si deVe ope- 
rare per la risoluzione di un dato caso ; e là regola 
già nota a coloro che sono appena iniziati ne' principi 
di Geometria^ analitica si è ^ d^ introdurre in tal for^ 
ìnola tant0 volte per moltiplicatore o divisore il rag^ 
gio I quante volte bisogna , perchè vi sia 1* omogenei-^ 
tà di dimensioni ne^ termini di essa. Cosi , per eseoi* 
pio, a fin di Usare della formola del 5- ^^1* ì» 
logaritmi , bisognereUbe porla sotto quest' altra for« 
ma ^ cioè 

cos.a R* tsz tosib. cos.c* R •4' sen.fr sen.e cos.A 
rendendo ciascun termine di tre dimensioni , come lo 
era T ultimo. Senza questa precauzione il risultamento 
del calcolo logaritmico applicato ad una tal formola 
sarebbe erroneo ^ e condurrebbe a conseguenze falla* 
f^ssime e pai'adosse. E taluno si potrebbe facilmente 
fitssicurare , che sia questa la tera forma di quell* 
espressione , e cosi di ogni altra ^ se ripigli il ragion 



^^"'^^^^nameiito che si i fello nella Prop. II* Lib- IV. , peF 
rinrenirla , supponendo il raggio espresso da R , e 

non da i.^ 

189. ÀTTertitc queste cose , per V esatta applica- 
xionc del calcolo logaritmo al maneggio delle formole 
xinTenute per la risoluzione de* triangoli sferici , è an- 
che necessario , prima di venire ad esporre la prima 
delle Regole Neperiane , il definire alcune voci delle 
quali il Nepero si è servito. 

190. Dgf. 11. Chiamansi parti circolari in un trian- 
golo sferico rettangolo i lati che comprendono T ango- 
lo retto , ed i complementi dell' ipotenusa e di ciascuno 
degli angoli adjacenti.ad essa. 

Così nel triangolo sferico BAC rettangolo in A si 
dicono pari» circolari i lati CA , AB [ A , e ] , ed i 
complementi di CB [a] , di B , e di C. 

191. Scoi, Distinguonsi queste parti circolari, se- 
condo il Nepero , in tre specie , e c^iiamando media una 
di esse ad arbitrio , si chiameranno estreme adjacenti quel- 
le altre due , che sc^o adjacenti alla media prefissa ; ed 
estreme opposte quelle al contrario , che gli sono opposte 

Jk'^u ^*1 prendendo per parte media comp3 ; le estreme adja- 
centi saranno il lato AB [e] e comp.BC (comp. a)^ 
e le estreme opposte camp, C, ed AC [b]. Ed al con- 
trario prendendo per parte media comp. G , le estre- 
me adjacenti sarebbero AC [6] , e com^^.CB (comp.a) ^ e 
le estreme opposte, comp.B, ed AB [e]. In 2.^ luogo 
prendendo per parte media comp. BC ( compl.a ) ^ 
le parti estreme adjacenti saranno com^.B , e comp.C j 
ed AB , AC [ e , i ] le estreme opposte. In 3.^ luo- 
go presa per parte media il latu AB [e] , le estreme 
adjacenti saranno com/i.B , ed AC [6] , ( poiché V an- 
golo retto in A non intercetta adjacensa, non essendo 
parte circolare ) } # 1# estreme opposte sono eonw.C , 



« 

é camp, BC ( comp. <i )• E cosi pare presa per parte 
media il lato AC [&] , le estreme adjacenti saranno 
comp, C , ed AB [e] \ e le estreme opposte compJB , • 

camp. BC [comp. a]. 

193. Intanto prima di passare ad esporre le Re- 
gole Neperiane delle quali sì è detto avvertiremo, 
che esse da noi si sono ridotte a cinque j delle quali 
k prima , eh' è distinta in due parti , comprende i 
sei Teoremi dimostrati dal numero 169 al i64- com- 
pendiati , e connessi insieme ; il che veramente non 
rende più semplice la risoluzione de^ triangoli sferici 
rettangoli alla quale sono destinati i suddetti teoremi ^ 
ma hetisi più facili a ritenevoli i principj su i quali 
essa è fondata : e le rimanenti quattro espongono 
in formole logaritmiche i principj per la risoluzione 
de^ triangoli sferici obbliquangoli ; e ciò gli rende 
assai più eleganti e facili a maneggiarsi uella pratica 
risoluzione di questi triangoli. 

REGOLA L 

193. //x im triangolo sferico rettangolo il seno di 
ciascuna parte media i uguale : 1 .^ al prodotto delle 
tangenti delle parti adjacenti : ^.^ o al prodotto dc^co^ 
ni delle parti estreme opposte* 

La veritj| di questa regola si rìleveri facilmente 

€011*^ assegnare in ^effetto le quantità indicate in essa y 

9 col vederne T identicità co^rincipj dimostrati. In fatti 

secondo si è enunciato, preso comp.B per parte media, do^ 

vrehbe essere, per la prima parte della presente regola, 

^ tang.c . . ., 

cos.D = tang.c X cot.a ss . , come si e nleva- 

tang.a 

te ^el numero i63. : e par la seconda parte velerebbe 



a4 esser cos.B =3 sen.C X cos.b , il clie combina eoi 
inumerò 161. E sari anche facile | prendendo perpar* 
te media comp* BC ^ o pure Un de^ lati AB , AC , il 
ridurre le due formole della presente regola a quel« 
le esibite negli altri numeri 127 j ia8 , i3o , e i3a i 
sicché da ciò non solamente resterà stabilita una 
tal regola , ma si rileverà anche , eh' essa in se 
comprenda le formole tutte in que* numeri rap« 
portate* 

LEMMA. 

194- È positivo U coseno della metà di due 
Singoli di urC triangolo sferico meno il terzo t ed è 
negaiivo V aUro della metà de^ tre angoli presi in* 
sieme» 

PiatE X. Sieno A , B « C gli angoli di un trian-^ 
golo sferico , i lati del suo triangolo supplementale sa«» 

• i33. rannq 180**— A , 180^— B , 180— C * 5 ed uno qualsi* 

voglia di essi 180^ — ^A sarà minore di 36o— B— -C , eh' è 

* i3o. la somma degli altri due '^ , cioè B-4*G— A ^ 180** e 

,. B+C — A 
quindi ■ ^ 90^ ; che perciò il segno del co- 

• ao. seno di quesf arco sarà positivo^. 

A-4»>B-4-C 
Paatb II. Poiché — '• — — denota sempre un nu- 
mero di gradi maggiore di 90^ , e minore di 270^ j 
é chiaro perciò ^ cho il suo coseno debba esser ne* 

• ao. gativo'^. 



»I Tr l#aN e XBTR II. tS7 tib. ù 

•■ ♦ 

R E G Q I. A n. 

ìgS. In un triangolo sferico j preso per base un Uu& 
qualunque , una inolia si aggiunga alla semibase la se^ ' 
midijffèrenta^ d€ lati , ed urù altra volta se ne sottrag^ 
ga \ imjtr^ e^ logarkmè dé^ seni di qwelìa somma , e di 
questa differenza si aggiunga il doppio logaritmo del rag^. 
gio j e tolgansene i logaritmi de* seni di ciascuno de^ 
due UUi, Finalmente si divida per metà il residuo otte- 
nuto y e si avrà il logaritmo della metà deW angolo s^er-^ 
ficaie del triangolo sferico proposto* 

Denoti A un tal aiigolo ^ b^ Cj sieno* i lati che 

lo compreadono , ed a la base del triangolo sferico 

proposto 5 dovrà essere 

A ^ a+é-^c , _ a+c-T-^6 

^. log* sen* '- — =;£Q^,gen. > -r^Pg* scn. ' " 

+ i.fag'.R'— fog-.sen.ft— /og-.sen.c 
Imperocché neir equazione 

d.sen.^ — ;= I — cos.A* * Si- 

li 

. ., , cos.a^— cos.^còs.c", ^ - 

61 nonsa per cos.A il suo valore 7 — * e ' «s'. 

r ^ ^ sen.^sen.c 

pòi si riduca , ne* rrsulterè , 

A cos.^ COS. e "4- sen.ft sen.c — cos.a 



tt.sfsn. ":r = " "" — ' ; — ' •" * 

a sen.& sfcn.c 

COS. ( b — e ) — COS. a 

sen.p. sen.c 

a^b-'-^c c^c-^^b 

SKsen« V sen. ■' ■ 

1 M I > ■■ ■' 



48. 



( sen.é seUfC 

, p dividendo pe)r s I e4 mtrodu<5^n4o wl sceoftda 



* ♦ea.VIUt 



membro |>er fattore il quadrato del Tàgfié ^ die ti era 
taciuto , perché uguale ad i , il che convien fare per 
render una tale equazione di pari dimensiofii ne^ due 
^^» membri *, sari 



. sen* ■ ■ sen. • 
sen* _ 2=: - -^ - 



^ . s^nib sen.e 

finalmente passando da' numeri a' logaritmi si avri 



a. log. sen. ~ = co^.sen. — — — -J-tog-.sen 



w*^ 



4* ^•fog'* R-— Iojr.sen.^-»2o^*sen.e 

come nella presente regola si era enunciato. 

196. Scoi. 1. Per mezzo di questa regola resta 
in pratica determinato agevolmente un qualunque an- 
golo di un triangolo sferico da' tre lati di questo. Ed 
è chiaro , che nessun dubbio possa insorgere sulla spe- 
cie di tal angolo , quantunque la sua metà sitf esibita 
dal seno ; poiché questa deve necessariamente esser 
minore di^9o^. 

197. «S'ero!. 11. n Nepero nel Libro seconde della 
Bua opera intitolau : Logariihmorum canonis descripiio, 
Lugd. 1610 , enuncia questa regola nel seguente mo« 
òo : TrianguU sphoerici laius quodì^U ( praecipue qua- 
dnmti proximus ) prò basi itaiuas. Inde semidiffereth 
iiam crwum et ad semibasim addas , ^t a semibasi sub-^ 
irahas \ producli et residui log^Uhmos addas , ' hinc 
auferas aggregatum ex logarUhmis crurum, réliqui bi* 
j>artiti logorarmi arcUm dupliees , et proyeniet anguUu 1 
verticalis , atque ita coeteri y tacendovi il doppio lo^ 
garitmo del raggio » del quale noi iibbiamo tei^Mto 

* 187. conto , per la ragione detta di S(^ra *. Ed ^li ìllu* 
stra una tal regola col seguente esempio , che noi 

dopo <iiver risoluto idla s w nwiera , iQMnisgg®^ eao collo 



Bi TaicovoxsTftii. 139 L3>. 4. 

ordinarie tatole logarìtmiche , e sec ondo la regola da noi 
data, per far vedere la corrispondensa de^ risultamenli. 

Nel triangolo CAB sien dati i tre lati , cioè A. 33* 
0=69® , che il Nepero prende per base , i=:47^ f 
css34^ , e si cerchi V angolo A. 
Prendasi la semidifferenza delati, ch'é>/» (&-^) =:6^.3o'^, 
e ^esta si aggiunga , e si tolga separatamente dalla 



a 



senul>asè,cVè - = 34^. So'^, ne risulterà la somma 41^9 è 

la differenza aS^. Gò posto a 

2of*sen.4i^=: 4^^$^449 ^^coi^^o Nepero 
si aggiunga Zoj^.sen.aS^s: 756147^ 

risulterà , 11776516 

Poi fof.sés(.34^s= 5èi26o6 

si soxtuni eoft hg.Één./^^ss 3iaS58o 

e la sdUBoa . • « 8g4i i96 

ti iottnagga daUa 
semQte pooofii ot- 
teauta , si «vrà il 

residuo 4 • • • a83533o 

la cui metà 141766$ 

sarà, il logaritmo del seno della metà dell^ angolo ver- 
ticale A , il quale risulterà perciò , come determina il 
Nepero , di 60^. x7f.%S{^ : laonde T intero angolo A 
sarà di lap^. 24\ 49^^ 

Or AianeggJafndo lo stesso triangolo secondo la 
nostra reggia^ e colle ordinarie Tavole , si ha 

Iog'.sen.4i^ ac 9. ^^'69429 

2o^.sen.i8^ ;=; 9.6716093 

2 fa^^It C9 20. ÒOOOOQO 



wMm 



Sommit 4i tatto 39. 48855aa 

»7 



• 



\ 



/ 



Lfli.4- i3a sLSXcirvi 

Inoltre toy.scii.34* = 9. 74756«7 
log. sen.^J^ = 9- 8641275 



Somma eli essi = 19. 6116892 

Differenza di questa 

somma dalla poc^ 

anzi trovata • • • • 19. 8768630 
Metà di essa ... 9.93843i5=sZoy.8eii.6o*.i2^ 

^4^' 'A 9 come dal calcolo di Nepero^era gii rii 



R E G O L A m. 

^98. M logaritmo del coseno della mieià della 
gomma de* tre angoli di tm triangolo sferico si aggiwti^ 
ga quello del coseno della metà di due di essi meno M 
terzo j non meno che il doppio det logariimo del rag'- 
gio , e poi se ne tolgano i logaritmi dé^seni di qiuf due 
stessi arsoli \ si otterrà il doppio logaritmo dei se* 
* no della metà del lato che sottende un tal terzo aor* 

golo. 

Neil' equazione 

a 

• 5S. a.seii.*-r-=i— cos.a *, 

^ -cr • cos«A*4^ cos.Bcos.C» • i* m 9 

• i55. 81 ponga ~ — !!..«« m vece di cos.a *; sari 

I sfn.B.sen.G. 

^a cos.Bcos.C^-sen.Bsen.C4*c08.A 

^ sen.Bsen.L 

»• 48» cos.(B4.C)-|-co8,A* 

^ — ■ ■■ b ' ' r» ' 
sen.JD.s^n.vi. 

• «a.Yn. a.co8.«/a (A4-B4- C)co8.'/a (B-|-C— A) 

■SS mmm m n n P r» ' " — ^"^^ 

8en.Ji seo. Ci 



¥ 



e dÌTÌdendo per a , cambiando da ««! in + ^ ^SP^ ^ 






Bi ll'tiftoiroiiisTtii» i3ft ti^.i;' 

A I Bi I e ^*^' *^^ 

-«eos. T^ I "^ì e finalmj^ilE^ introdueéndó nel * 1^4^ 

Mcondo membro il fattore R^ , pei: renderlo di pari 
dimensioni al primo^ sarà ^ \ 

a cos.V'aCA+B+Ocos.i/aCB+C-.A),,. 

* *" sen.B.sen.C v 

Finalmente passando da'nuineri a' logaritmi, si avri^ 

3.2bj'«sen.— = Zof.cos. T "^ . 4"^y-cos.\-ÌLZI-r 
2 2 i 

•*f-alDjr*R"^2oj-.sen.B — Zo^.sen.C 
la qiiale equazione consente con quello che nella pre- 
sente regola si è enunciato • 

199* ScoL E per mezzo di questa terza regola è * 
cluaro , elle si saprà il seno deUa metà . di un lato di 
un triangolo sferico dati tre suoi angoli \ né potrà es- 
servi dubbiò sulla specie di questa metà 9 dovendo es- 
sa esser sempre minore di 90^. 

V 

\ 

REGOLA IV. 

aoo. Al logaritmo della^ìtsotangenie della metà di 
un angolo di un triangolo sferico d aggiunga U Ioga*- 
ritmo del coseno della senUdijffbrenxa de* lati , che gli 
sono aijacenii ^ e se ne tolga quello del coseno della 
sfmisonuna di questi ; si avrà il logaritmo della tat^* 
genie della semisomma de'* rimanenti angoli. 

E si sarebbe avuto- il logaritmo della semidiffhrerk^ 
ta di questi angoli stassi ^ se a^ logaritmi de* coseni 
di quelle quantità si fossero sostituiti i logaritmi de'se^ 
izf di esse . 

». ,-• 

Sia , come nella Rcf. U. ^ A <£sdE^^ma «sgob , 






4 <. 



Li!», f* • i3« « l. K •« « « » I 

e ^ , ( i lati t. che lo coBpreoAoftO $ e ^plndi Q i G 
i rimanenti angoli . 
' E poiché nel n,^ i85 si è rilevato eiMR 

B+C . A ^ cos.^/^jb^ 

tang i— cu cot.^> X ■ . / . , . . 

^ a a COS. "/a (*+c) 

e che collo stesso ragionamento ivi fatto si Ottiene 

. sen,a (sen.B— sen.C) afi:sen.A(seii«t— rsen^c) 

donde poi si ricava ^ collo stesso passaggio indicata 

in quel numero , V equazione 

sen.B— sen.C sen. A sen.i— sen.c 

cos.B -i-cos.C 1— -^os.A sen.(6+c) 

B— C 
nella quale il^rimo membro è quanto ^«i g^. 

condo pareggia cot. A x "°' , ,7^; ' 5 P««5Ì* «a** ««ichè 

a sen.yaC^+c) 

tiin^ B— C A ^ sen.'/a (»-^) 

*"^'""r^=;^^'T^ 3en.y.(&+c) • 

E passando in ciascuna di queste due equazioni da* 
numeri aUogaritmi, sarà 

lo^.tang. Sii— «2 log. cot A + Zo^.cos 

a 3 a 

•^IOg'.COS.«,.J.^ 

a 

l0f*tang« . ss 2of .cot.«^ -f" I^lfi^en* -;.- 

a a a 

*- lo^.sen. ■ ^^ ^ 

a 

L« qnhli equazioni sono quelle della presente regola • 
aoi. ificoZ. Con queste due equazioni, ritrovandp 
semplicemente cinque logaritmi , è chiaro , che si ab* 
bia la tangente della semisomma , e della semidiffe- 
renza di due angoli di un triangolo sferico , e quindi 
tali aiigolT^ qttanaa'sia dato il terzo angolo , #d i 1»^ 



ti che Io comprtadoBO • E per mezzo di ciascuna di 
esse si potrebbe anche avere un angolp , dati i lati 
die lo comprendono , e la somma » o la djfieren^ de» 
|li altri due angoli ; poiché è manifesto • che in tal 
caso resta detenninato log.cot.^/a A 

REGOLA V. 

» 

aon. M logariimo della iangente iella metà di m» 
loia di ' un triangolo sferico , $i aggiunga il Ioga* 
ritmo del coseno della semidifferenza degli angoli ad 
esso adjacentiy e poi se ne io^a quello del coseno 
iella semisomma di questi ; si otterrà il logaritmo, deh 
la tangente della semisomma degli altri due lati* 

E si atfrà il logariimo della tangente della semi' 
differenza di tali due lati , se tC logarUfhi de* coseni 
di quelle quantità , si sostituiscano i logaritmi dt? se 
ni di esse • 

Dinotìnsi con A'^ , B^ , C^ gli angoli del triangdlo 
supplementale del proposto , e p^r €t ^ V ^ ff i Iati 
opposti ad èssi: si rileveri , cominella fiimostiazione 
della Regola precedente ^ che abbiano luogo tra le 
parti di questo triangolo le seguenti due equazioni 

a a cos.«/a(4^+cO 

le quali colla tostitiuioBe di 180" •— b , 180* — e , 
i8o» — # , »8o? — B , i8o« — C in la<tg9 ^W,C 
A'' , i' f y , si rìduflono alle altre du« 

UH. Ì±L «tang. « xiSil^^^fcQ 
4 * a cosi'/,(B^-C) 



U^iA^ lS4 S L I JC I x « t' 

^ a a sen.«/i(B+C) 

E passando iu ciascuna di queste due ultime ec|Uaz!0* 
n da' numeri a* logaritmi , si avrà 

b^.tang.^dbLsZo^.tang. ^ -f-Zo^.cos. ««.^ 



"-^^•COS. 



B+C 



lò^.tanf. fZULssZo^.tang. — +2o^.Sie&. 

, B+C 

th^è quanto nella presente regola si è enunciato. 

a«3. iScoI. Laonde , per mezzo di questa regola , 
si potranno rinvenire i logaritmi della metà della som- 
ma I ^ della metà della differenza de* due lati di un 
triangolo sferico ^ se pur sien dati il terzo lato , e gli 
angoli adjacenti ad esso ; dond* è chiaro , che tali Iati 
appariranno ad un tratto • Ed è ancbe manifesto , 
die ciascuna di qi|^ste due ultime equazioni o&a un 
lato qualunque di un triangolo sferi^ , dall' essei^dati 
jgli angoli accesso adjacenti, e la semisomma , o pur 
la semidifferenza degli altri due lati ^ poiché con que- 
sti dati si farà noto.fo^.tang.'/a a, e quindi m 



SCOLIO GENERALE 



ao4^ Dagli Scoi) delle quattro ultime precedenti 
regole si rileva , die per mezzo di esse restano facU^ 
mente e completamente risoluti i Casi I., IL, III., IT. 
della Prop.Y*n«^ i6o : gli altri due V.^ VI. , che com- 



fTtmàtmù i casi iubbj , p«r la pri aia loie furie lum 
hanno bisogno divaltva forinola di risoluzione , olir» 
quella semplìdssima die ne fii data al n.^ 171 cas.V^ 
e YI. Una volta però, che mai nel n.^ V. determina* 
to r angolo Ignoto , di^é opposto all'altro angolo dato, 
si potrà ottenére il terzo angolo , ed 3 terzo lato , per 
mezzo delle formole delle Begole IV • , e V, , nelle qpaali 
le ignote verranno ad essere tang.>/^A| etang.i/aa 



Xft.4« i96 mttMnmwnt^* 



GAP. VH- 



Ditta t^tnlkidm mua vexiènKNOUift^ > i** iiate« 



PROPOSIZIONE IX. 



VBOBLXXA. 

soS. Z>aff i fre UUi di un triangolo sferico ; daer* 
minare la perpendicolare sopra ciascuno di essi abbas* 
eaia daW angolo opposto. 

Jl§. SS. Sicno a , i , e i lati del triangolo sferico » e si 

cerchi 1* espressione della perpendicolare BD sul Iato 
b , cioè BC. 

Nella dimostrazione della seconda Regola Nepe* 
yiana si è ritrovato essere 



B _i/-rsen.»/, (b+a—c ) sen.»/a (b-^o-^T j 
3 L sen^a sen.c . <-* 

e partendo dair equazione a.cos.* «/aBte=i4-c<>s.B; con gli 
stessi passaggi fatti per ritrovar la precedente formo* 
la si sareUbe veduto essere 

^^ B yrr sen,'/a ( a+b+cy sen,Va(g+c— 6) 1 

a'""' L sen<«sen.c -* 

• 46, Adunque sarà %senJ/%B cos.«AB=s8en.B * :» 



sen.a sen.c 



Ma sen.Bss^"'^^ ^ Adunque sarà 8èxi.AD.=B 



sen.c 



»1 T» l e O H O METR 1 A. l3y Lib. /}• 

4r^seJ/a(fl-^6-jrc)sc.^/a(a+i~c)se.'/a(a+^--,&)seJ/a(i4-c--a)^ 

sen.a 

espressione comodissima ad esser valutata per mezzo 
de' logaritmi. 



SCOLIO. 

do6. Ponendo a-{'b-^c^:s2Sj si vedrà come nello 
Scoi, al $. 89. , che V espressione precedente si riduce 
alla forma più semplice 

^/"/sen.s sen.(s — a) sen.(5 — b) sen.(s — c)^ 

sen. AD = ar ^ ^ > ^ 

sen.a 

E poiché la perpendicolare dipende similmente da tut* 
ti i lati del triangolo • qualunque sia quello su cui si 
supponga che cada ; sarà perciò facile il trasmutare la 
precedente espressione , nel caso che la perpendicolare 
cada sopra un qualunque altro deMue lati. 

PROPOSIZIONE X. 

PkOBLSKÀ. 

207. Cogli s fessi dati del Problema precedente , li^, 3S. 
determinare i segmenti BD , DC prodotti dalla perpen* 
iicolare AD nel lato su cui essa cade. 

i 

Solut. Essendo ne^ triangoli rettangoli sferici BAD^ 
CAD 

1 : cos.AD :: cos.BD : cos.BA^ * 160. 

ed I : cos.AD :: cos.CD : cos.CA 

sarà cos.BD : cos.BA :: cos.CD : cos.CA* * n. V. 

dalla qual proporzione sarà facile a rilevarne V altra 

l8 
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ces.BD — cos.CD : cos.BD+co».CD :: 
cqs.BA— cos.Cà : cos.BA-|-cos.CA 
è quindi 

cos.BD — COS. CD cos.BA^— cos.CA 






COS.BD4-COS-CD cos.BA-^cos.CA 
ossia (*). 

t. i/a(BD— CD) t. VaBCrst l/a (BA+AC)t.i/a (BA— AQ 

e perciò 

t.i/,(BD— CD)=t.i/2(BA+AC)t.i/a(BA— AC) col. '/a BC 

cioè : la tang, della semidifferenza di segmenfi prodotti 
sul lato a sarà espressa da 

' tang.ya(c+ft) tang.»/a (e — b)cot.^/^a 

Ed avendosi per tal modo la differenza de^segmea* 

ti prodotti nel lato a, si verrà a conoscere ciascuno di 

èssi. E similmente per ogni altro lato. 

ao8. Scoi. 1. L'analogia rinvenuta nella soluzione 

del presente Problema, cioè 

cos. BD : cos.BA :: cos. CD : cos.CA 

fa vedere che cos BD sarà^aggiore uguale o minore 
di COS. CD , secondochè sia cos.BA maggiore, uguale o 
minore di cos.CA^ che perciò si vede , che V arco BD 
sarà maggiore ,^ uguale o minore deir arco DC , secon- 
dochè Tarcd BA Io sarà dell'altro CA. Yale a dire 
the : Il maggior segmento sarà sempre adjacenie al la* 
io maggiore , il minore al minore • 




(*) 11 Mgaente passaggio si ottiene riducendo U precedenti d«e 
frazioni per tieszo de* numeri YH* i Vili, del 5* 6^« 
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209. «S'cor. 2. Allorclié la perpendicolare AD cade 
fuori del triangolo , V espressione tang. '/a (BD — CD ) 
resta di sua natura cambiata nell'altra iang. >/i (BD-^CD) 
senza che vi sia bisogno di nuora calcolazione \ ed in 
tal caso -venendosi a determinare la somma de*segmenti 
della base, della quale n'è nota la differenza BC , si* 
iàrà anche noto ciascun di essi DC, DB. 

PROPOSIZIONE XI. 

PROBLEMA, 

aio. IDati i tre angoli di un triangolo sferico tro^ fig' ^h 
var la perpendicolare sopra uno d^ lati , per esempio , 
tjuella sul lato BC \a\. 

Dalla dimostrazione della Reg. III. di Nepero, si ha 

b _^/ r —cos. '/2(A+B+C)cos. 1/2 (A-f C— B )-^ 
'a L sen.Asen.C | 

h 

«d inoltre rilevandosi dall'equazione* acos.' — = 1 -i- 

a 

cos.i*, che debba essere * 58 

b _.ir- COS. 1/2 (A+B—C) cos. lA (B+C_A) T 

COS. — — - V I ■ ; ■ I 

a j^ sen.A sen.C. J 

*arà , facendo gli stessi passaggi , che nel Problema 
autiprecedente , sen. AD = 

a V( ^co. '/a(A4,B4.c)c o>i/a(A4.B>-,,c)co.V2(A^,c-^)co. VafB^-C— AÌ ^ 
^ ' sen. A. 

E con una sostituzione analoga ^ quella dello Scoi, deb 
suddetto Problema , ponendo cioè A+B+CrsaS, la • 
precedente espressione di sen. AD m cambierà in que- 
sV altra 



tiilL-^'. i4o :e I. E ft B sr T I 

ay — cos.S cos.(S — C)cos.(S— B) cos.^ S) — A) 



*«i^ 



sen.AD =• 

sen. A 

E sari poi facile il congegnare , dopo questa «spres*^ 

sione , quelle altre che rappresentano le perpendicola-- 

ri sugli altri due lati del proposto triangolo sferico* 

A L t T E K 

f 

/;. 39. 211. Sia EFG il triangolo supplementalè del pro*^ 

posto ABC, e dair angolo E cV è supplemento del lato 
BC su cui cade la perpendicolare AD s^ntenda tirata 
nel lato opposto FG , cV è supplemento dell' angolo 
A , la perpendicolare EH, sarà 

* >59. sen.AD = sen. AB sen.B* = sen.G. sen.EG =:ìsen.EH, 

Laonde avendo lo stesso seno T arco AD , e T al* 
tro EH, dovranno esser T uno supplemento deiral- 

• II. tro* : che perciò essendo dati i tre angoli del triango- 

lo sferico ABC , e quindi i lati del suo supplementalè 
EFG \ se si determini in questo la perpendicolare EH 
si avrà \ altra AD corrispondente nel t riangolo dato 
ABC, col prendere Tarco supplementalè delParco EH. 
212. Cor. Dalla dimostrazione recata nel princi- 
pio del precedente Miler si rileva , the : la perpendico^ 
lare in un triangolo sferico , è supplemento della />er- 
pendicolare nel triangolo supplementalè di esso , abbas" 
sata nel lato opposto^ da quelV angolo cKè supplemen" 
io del lato $u cui cadeva la perpendicolare nel primo 
triangolo. 



DI TrXQOVOSCXT RI A. xii tiB. Aj 

PROPOSIZIONE XII. . 

PROBItEl^A. 

*2i3. Dati i ire angoli del triangolo sferico ABC ^ h* 3g,' 
determinare i segmenti BAD , CAD di un angolo A 
prodotti dalla perpendicoUipe abbassata da esso sul lato 
opposto \ ed i segmenti BD j DC di questo lato. ' 

V 

COS. B còs. C *- ♦ i6i 

Solux Essendo COS. ADsa ■ às' , 

sen-BAD sen.GÀD 
COS. B COS." C 

sarà — — = 5 e ^indi . 

sen.BÀD sen. CAD 

cos.B : cos.C :: sen.BAD : sen.GAD 

dalla quale analogii^ si ha poi 

cos.B-f- cos.C : cos.B — cos.C :: 

sen.BAD-f-sen.CAD : se]i..BAD-^sea.CAD 

cos.B»— cos.C sen. B^yP-— sen.CAD 



cos.B-|>cos. C sen.BAD-f-sen.CAD 
la quale equazione ridotta per mezzo de' numeri v,yi,tii^ 
ed ytii del 5* 6a. darà 

t.i/a (b+c) t.»/a(B-- c)=C0t.'/a (BAD+CÀD)t. «/a (bAd — ClD ) 
e quindi 

tvi/a(BAD— CAD) = t.i/a A.t.i/a ( B+C) t. '/a ( B— C ) 
che perciò risultando determinata la differenza de' seg- 
menti dell'angolo verticale, lo saranno per conseguen- 
za anche questi ^ ed allora ne' triangoli sferici rettan- 
goli BAD, CAD sarà facile il determinare gli archi 
BD , DC. 

ax4. <5'co7. 1. Dall' analogia ritroyata nel presente 
Problema , cioè 

cos.B ; cos.C :: sen.BAD : sen.GAD 
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si rileva , che essendQ cos.B> cos. C debba anche es« 
fere sen. BAD ^ 'sen. CAD. Or Quando cos. B è maj^- 
gìore dì cos.C, 1* angolo B risulta minore delfaltro C ; 
e nel tempo stesso dovendo essere ser.BAD maggiore 
di sen. CAD, quell'angolo è maggiore di questo. Adun- 
que si vede cbe: // segmento maggiore deW angolo 
verticale di un triangolo sferico corrisponde verso quel" 
la parte ove sta Vangolo alla base minore : ed al con* 
trario. 

ai5. ScoL Intorno alla soluzione di questo Pro* 
blema bisogna fare la stessa avvertenza cbe fu fatta yst 
quella dell* antiprecedente , al n^. 209. 



e A p. vin. 

DbLLÀ misuri della superficie, e. del rZRlMETAO 01 

UN TRIANGOLO SFERICO* 



PROPOSIZIONE xni. 

PROBLEMA. 

< 

' 216. Bati i tre angoli di un triangola sferico ap^ 
partenente ad una sfera di un dato raggio \ determina- 
re la superficie di quel triangolo. 

Sia il triaDgoIo sferico dato ABC. Si compia dal- 4f • 4*< 
r uno dè^ suoi lati BC il circolo BCDE , e poi si pro- 
lunghino gli altri due lati BA, AC da una parte fino 
alla circonferenza di quel circolo in D , E , e dair al- 
tra finché s'incontrino in ^. E poiché Parco EAG é 
di 180®. del pari che l'altro ACF*, sarà perciò Tarcp • , ,$. 
£A uguale ali* altro CF ; e similmente si dimostra V 
arco DA uguale a EF. Ma é poi T angolo sferico BFC 
uguale all'altro BAC% e questo al suo verticale DAE*. * xsy. 
Laonde i due triangoli sferici BFC , DAE saranno * ia8. 
tra loro uguali "^ , e quindi la porzione di superficie * 140. 
sferica racchiusa tra i due semicerchi ABF , ACF, " 
la qual dicesi ordinariamente fuso sferico^ sarà uguale alla 
somma de' due triangoli sferici ABC , EAD. Or sic- 
come il fuso ABFC é uguale al prodotto del diamé^ 
tro della sfera cioè di 2R nell'arco di cerchio massi- 
mo che misura l' inclinazione de' due cerchi ACF , 
ABF da^ quali é terminato , ridotto nelle uniti del rag^ 



V 



gio (*) ; e che un tal arco è dello stesso nu mero di 
gradi e minuti che T angolo sferico A del triangolo 
proposto ; perciò sarà la somma de^due triangoli sferici 
BAC, EAD=AX2R. Similmente siccome la somma de* 
due triangoli sferici ACB, ADC compie il fuso BADC, 
perciò sari BAG-|-ADC=BX2R ; e cosi pure si ve- 
drà esser BAC4-lSAB=CX3iR 9 mentre questi due ul- 
timi triangoli sferici formano il fuso CAEB. Laonde 
riunendo in una somma queste grandezze , ed in un* 
altra que* prodotti che gli sono rispettivamente uguali 9 
sari 3BAC+EAB+DAC+EAD=(A+B+C)XaR. Ma 
BAC-f-EAB-j-DAC-f-EAD fprma, come si vede, la su- 
perficie dell' emisfero EBCDA, la quale adequa il* pro- 
dotto 360^ XRf o iSo^X^R» supposto che il primo fat- 
tore 180^. si riduca ali* uniti del ^secondo. Adunque 
sari 

2BAC+i8o°XaR=(A+B-fC)XaR 
e quindi togliendone di comune iSo^X^R, e pren- 
dendo le metà de' due residui, sarà 

. BAC— (A-fB+C— i8o^X)R. 
Vale a dire , che : la superficie di un triangolo sferico 
di una data sfera ^ è quanto V eccesso della somma ài! 
suoi tre angoli su 180^. ridotto in parti del raggio 
della sfera , e multiplicato per questo* 



Jig* ^4* ^*^ ^' ^ ^^ P^^ dimostrare come nella Prop. 4* del Lib. III. 

ehe il fuso ÀDBE stia ali* altro AEBF , come DE ad £F , dal che 
rilevandosi poi facilmente , che 1* intera superficie sferica stia ad ui 
suo fuso ADBE , come la circonferenza HKG all' arco DE , o come 
il prodotto di quella circonferenza nel diametro al prodotto del dia- 
inetro stesso nell' arco DE , se ne dedurrà j che siccome qael primo 
prodotto pareggia la superficie della afera 9 cosi il seconda debbi 
uguagliare il jTusQ ADBE. ^ 
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a 17. SooL Questa semplicissima esibizione della 
superfìcie di un triangolo sferico è dovuta al Walli$ ; 
ed essa ci mostra , che : É la stessa la superficie di 
tutti i triangoli sferici di una sfera , né* quali l9> som-- 
ma degli angoli è la medesima. Ed essendo diverse que^ 
ste somme , tali superficie sono proporzionali alt eccesso 
di esse somme sopra i8o^. 

Il cpial carattere di eguaglianza'^, e di rapporto de* . 
triangoli sferici è incomunicabile cq' triangoli rettilinei* 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLIMA. 

218. Determinare Taja di un triangolo sferico^ da^^ 
ti i suoi tre lati. 

Solux* Questa Problema si vede ehiaramente cb^ 
si potrebbe ridurre al precedente , quando da' tre Iati 
dati si passasse a determinare i tre angoli del triango- 
lo sferico* Siccome però non v' ha bisogno de' tre an-? 
goli , ma della loro somma per esibire T aja di un 
triangolo sferico , cosi esso sarà più facilmente risolutq 
riducendolo al seguente; ' 

Dati i tre lati di un triangolo sferico^ trovate l^ 

somma de"* suoi angoli* 

> 

Sten dati i tre Iati a^ by e opposti rlspettivaipeo* 
te agli angoli A, B, C, e chiamisi as la lorp somma.. 
E poiché cos. i/a (A-|-B-|-C) • •. .»..,„ 
=; cQS.'/a (A^-B) cos.'/a C— jjen. i/a ( A+B ) sen.»/, C*- f ^^ 

^9 



r 

=( COS. i/a A COS. i/a B— sen. ^/a A sen. i/a fi ) cos. i/a G 
* 45. — (seo. «/a A COS. «/a B -f- cos. »/» A sea. ya B)scn. ^/%Gi 
sostituendo per sen.i/a A, cos.i/a A, «seu.i/a B, cos.i/aB, 
sen* i/a C, COS. i/a C i loro rispettivi valori ^eM^ti del 
triangolo proposto ( la forma de^ quali , pe* seni fu 
rinvenuta nella dimostrazione della .Regola II*. Nepe- 
riana , e pe* coseni si ottiene col metodo stesso ivi te- 
nuto applicato air ecpiazione 1 -f- cos.A=2.cos. _ ) e 

% 

riducendo col sostituire s per la semisomma de' lati 
0, bj Cy si avri 

A-f-B+C ^^^ r /sen «.fteii.(j-wi) /icn,* sen.( 5— & ) 

""" L ^ «cn.fr 8eii.c ^ seo.a leii.o """ 



cos 



/8cn.( s — h ) sen ( s— e ) ^ y sen (5 — ajsen (s— c) "^ ^ /aen.f ■en.(ig— g) 
^ itea.fr aen.c ^ seil.asenc J ^ sen.a sen.ft 

[/sen, (s — &) sen. (« — h) r 
stU'b sen.c 



sen,(s— t) sen.(« — &) ^ /sen.,« sen .(«^-6) 



sen a sen.c 



/ sen.5 seB.(i— fl) /sen.(f — à) sen.(s — c)"^ ^ / 8en.(5— a) s cn . (5—6) 
sen fr sen e ^ sen. a sen.c J ^ sen a sen.fr 

^ / <en s sen ( ^— g ) >en.( f— » ) sen.( 5— e ) F 

'^ sen. a se ni sen.c 1 

sen.(s^c) — ' sen.(s— ^} — 8fln.(4«*tf ) 1. 



ten,5 •— 



* 6a.VI. Ma sen. s — sen. (j — e) = a. sen.»/. e cos. {»— i/a e ) * = 

2.scn.i/a e cos.i/a («+^)5 e sen. ( 5—6 ) + sen. (j^-^ )= 

• 6a. Y. *' *®°' (^ — 'h ( ^ + * ) ) e®'- *A ( ^ — * ) * = . • . 

a. sen. >/a e cos. i/a ( a — b ). Laonde sarà 

sen. 5 — sen. (4— -e) — sen. (5 — b) — • sen. ( J— s* ) 

c= — !».sen.«/a e [ cos. »/a ( a — *) — -cos. «/a ( «+ A ) ] 

g^ ,g^ = — 2. sen. '/a e X 2. sen. i/a 5 sen. '/a <» * ; e quindi 

A-{-B-|-C 4 sen.i/a a sen.i/a & sen.>/a e 
COS. = '" V WB. 5 X 

a sen. a sen.fr sen. e 

sen.(« — a) sen. (5— i) sen,(f— e) 

* 46« Che perciò essendo sen.iz=2sen.i/a a cos. >/a a * ^ e si* 
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vilmente ridjmcendo scn.b^ sen.c, e poi facendo quQst* 
«Itima sostituzione nella forinola precedente , si avri. 

A+B+C V se.*. $e.(s — a) se.f*— é) se.(s — c\ 

-cos» ■ — as*^" i 

a ^ acos.'/aacos.ya^ cos.^ac * 

la qual fqrmola .rintemnta dal Cagnofi è assai più co- 
moda pel calcolo delP altra che ne diede il de Gaa pen 
la soluzione del presente Problema. 

SCOLIO GENERALE. 

'a 19. Siccome in ogni altro caso di tre parti date 
nel triangolo, sferico , sempre si viene ad avere due 
angoli ed un lato , o due lati e un angolo ; così de* 
terminandosi nel primo caso il terzo àngolo , e ^ net 
secondo il terzo lato y si risolverà il Problema della 
Tdlutazione dell' a ja ,: riducendolo' ad uno de^ d^e pre^ 
cedenti : che perciò ci asterremo dal qui irecare 
per c[ue$ti altri casi soluzioni dirette , tanto più che 
queste mànoducono a formole incogrue pel calcolo lo^ 
garìtinìco. 

n Signor Gagnoli nella sua dottissima Trìgono^ 
metiia raccomanda 9 per V utilità di cui può essere nella 
descrizione de' Planisferi , che sia ripetuta e divulgata la 
regola del Signor de Gua per ridurre in settori circolari la 
superficie del triangolo sferico , la cpial regola egli chia- 
ma meccanica determinazione , quantunque in realtà non 
-sia che una geometrica costruzippie della formola di so- 
pra recata * per T aja del triangolo sferico : ed una tal • ai6. 
costruzione ottiensi nel seguente modo. 

Si descriva col centro O, e col raggio della sfera jff. 41, 
deUa cui superficie è parte un triangolo sferico,, il cer- 
chio ACB j e nella sua circonferenza si prendano , da uà 
punto A gli archi AC di qo'', ed ACB =: ^a ( A+B-f £ ), 
41, B> C <UnptWo gli angoli 4^1 trìangol9 sferico* 
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flfiftla^énte si ghmgiAio le OC , OB , as^i il lettore 
CQB =2: j/r( A+B+e— i8o*) X »/2 B^, cioè la qUai*!» 
jÉrte àét ^opostò triàngolo sferico* 

PR0YO91ZIONX XT. 

9 K 6 W h K M M% 

320.. Déti i t^ àngoli di uié triangùh sfirico ck* 
i0rminare il perimetro di esso. 

aSoAm» Per risolvere il proposto Pr<J[>Ienui')> Aif 
cotSks bì vede , è: T inversa dì ^pielb al^ <piaie' sft crii ri^ 
4MI0 il ptrecedentc y si « prenck b fonaolt itt dùtélk^ 
tfóvflfta, ctiooCÉntè il' coseno della semisomiÉia dte' tM 
angoli né^ lati , ed essac si trasfonni p^ iMzzx^ ékit tl^ 
angolo siipplementale y si avrà la seguente aitrà 

• a^ii-jM^r V^— co** co.(S— A) co.(S— B) co.(S— C) 

2" ' 2.sen.y2 A sen.ya B sen.ya C 

che soddisfa al presente . Problema , e nella qii4le S' 
j^'ppte'sehtà là semisomma degli angoli» 
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TRIGONOMETRIA 

L I B R O .V. 

uso DELLE FORMOLE TRIGONOMETRICHE NELLA 
SOLUZIONE DI TALUNI PROfiLEMi eEOMETRICI. 



321. Allorché tra i dati di un Problema geometrico 
conteogODsi quantità angolari , o pur che queste deri- 
-vinsi nello ^svolgimento delle conseguenze che si fa per 
pervenirisi da que^ dati a Gssar T equazione al ProhIe« 
ma , supposto che esso algefiricamente si risolva, se mai 
la natura del Problema è tale che il quesito si richieg- 
ga in valore , e non già geopfìetricamente ] in tal caso 
la Trigonometria offre pronti mezzi per riuscire. Sì<> 
come però è vantaggioso il ricorrere alle formoli Tri- 
gonometriche nel cenuato caso, cosi è , per sdirmi di 
una frase del Cartesio , un peccato in Gef>ni(etr£a^ con* 
tre del quale meritamente griderebbe Euclide , e tutta 
la Scuola Euclidea^ se di esce si fecjésse uso , quando 
deirequaziofie al Problema se ne vedesse una Geome- 
trica composizione ] su di ch« soqimi Geometri xnoder- 



ni hanno posta si poca avrertenza eh' è ormai passato 
in costarne di frammischiare nelle geometriche soluzio-* 
ni di que* Problemi , che mediante l'Algebra si maneg- 
giano y ove occorrano triatigoli dati di specie , formole 
comprendenti seni e coseni , o altre linee trigonome- 
triche , come se nulla ripugnasse alla severa Geometrìa 
r intrud((re , nelle stie operazioni esatte ; quadtiU ap- 
prossimanti. Ciò non ostante si può anche in questi 
casi usar talvolta di esse con giudizio e con grandissi- 
mo vantaggio , senza derogare al rigore di un* esatta 
composizione geometrica dèi Problema , come nel se- 
guente Libro faremo rilevare. 

Le ragioni finora dette' mi hanno determinato a 
trattare in questo I^ibro e nel Seguente di Applhaxio-- 
ne della Trigonometria a ricerche geometriche , stiman- 
do , cl^ siccome da una parte non bisognava tralascia- 
re di far conoscere V uso vmitaggioso che di essa può 
farsi nella risoluzione de' Problemi ^ dalP altra dovesse- 
ro tali considerazioni a dirittura separarsi dall* ordina- 
ria jtpplicazione delV Algebra alla Geometria y ove le 
equazioni de' Problemi convien che sieno geometrica- 
mente costruite. Ed acciocché meglio s* intenda quanto 
ho finora accennato circa la distinzione deir esibizione 
del quesito di taluni Problemi in valore, o geometrica 
costruzione , que' Problemi che tratterò nel presente 
Libro in riguardo all^ prima specie di quesito , verran- 
no anche recati neli* Applicazione dell' Algebra alla 
Geometria , che formerà il secondo volume del Cor^ 
so di Analisi Algebrica già altra volta da me pro- 
messo al Pubblico con un Manifesto , e del quale i 
già prossima la pubblicazione del i^. volume . Soggiu- 
gnerò inoltre , che il presente Libro forma come una. 
continuaziont de"* due ultimi Capitoli del Libro II. e 
lY. del pigiente Trattato | avendo recati ui quelli so- 



\ 



DlTaiC^OHOlClTRli. i5i LìSi* 5. 

lamette un certo xiumero 4^ ^^^^ Prol^Iemi in eui.i da- 
ti e il quesito alliQ iinpiedìat^ ^^gol^ della risolus^ion* 
del triàngolo gli rio^ettevano , picchè si potesse per ri- 
solverli fare anche a^ixie9q di ricorrere a simboli, e a 
i|iianeggio di equaxioiu* 

PROPOSIZIONE I. • 

P 1^ p B L B K 1. 

992. esibire qitelj irioffgola di cui sia data V aja , 
il permeo y ed uno degli angoli. 

Soluz. L^ aja sia espressa da a*, il perioietra àA',M^ >>- 
p , e r angolo dato sia B ^ e suppongasi die per V e- 
sibiziooe del quesito àfi\ proposto Piro])]eiaa si voglia 
in prima determinare il lato AG , che si chiami x, op- 
posto a quell'angolo dato. Si abbassi da uno degli al- 
tri due angoli A la perpendicolare AD sul lato opposto 
BC. E poiché nel triangolo ABC è dato T angolo in 
B 9 e 1* a^ , dQ^4 esser dato anche il rettangolo de^ . 

lati AB , BC , che verrà espresso da ■■ 

sen.B 

Eli essendo AB-^BC ^f^-x, sarà AB'+^AB XBG-f BC- 

=/>•— 2;>ar-fx*=/>»— 2/>x+ AB* -|-BC*— aABXCB cos.Bj^ 

e quindi sABxBC ( i + cos. B ) = />* — 2/wc , cioè* 

ponendo per. sABxBC il valore poc^ anzi trovato y 

sarà •.••.••• ^ • • 

p* — 2;>4r=; 4 a* (JLJ^) = ^a^ cot Va B» • • 5^. 

P 

E gU ijtri 4iie lati «i dft^rmim^raouo p^er mea:^ delle. 
fonnolè esibite nella Pi;0{^. ^VII|: del Lib^ U. 



ai$. Scoi. Nel risolvere il presente ProUema si 
è preferito di determinar prima il lato AC opposto alP 
angolo dato , come aveva fiitto il Gagnoli , nella sua 
Trigonometria ; poiché per tal modo la soluzione rie- 
sce più facile j pervenendoti per la determinazióne di 
tal latoftl una equazione di i^. grado ^ mentre volen- 
do esibire prima un de^ Iati adjacenti a queli* angolo , 
come ha fatto il Newton j V equazione al Problema , 
per la determinazione di un di essi , sarebbe stata di 
7?, grado , come intuitivainefit^ si vede , dovendo tal 
equazione includere i valori dell^ un lato e dell' altro , 
mentre questi stanno similmente a tutte le condizioni 
del Problema. 

PROPOSIZIONE IL 

raOBLBXl. 

jk.94. 3^4* Esibire un triangolo ABC ^ in cui i tre laii 

AB , AC\iCB ^ e la perpendicolare CD sieno in geo- 
metrica proporzione. 

. Solux. E chiaro dalP enunciazione , che il trian- 
golo noti sia cercato che di sola specie, che perciò la 
presente ricerca si riduca a determinare gK angoli. Per 
ottenere ciò, si abbassi dal punto A sul la lo opposto 
BC perpendicolare Ac, e da e sulla BA T altra per- 
pendicolare cd\ Ed esÉendo 

BA ; Ac :: B e :: ed 
e BA : AC ;: BC :: CD 

♦ fi.V. sarà BA : Ac :: BA :: AC* 

che perciò V angolo in C dovrà esser retto ; cioè la 
Ad dovrà coincidere <son la AC« 
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Ciò posto Sta 

AB : AC :: i : cos. A* * 7^. 

AC : CB :: 1 : tang A* ♦ ^^^ 

che perciò dovrà essere , per le condizioni del Pro- 
blema « 



r 


1 \ cos.A:: i : tang. A 

sen.A 


c 




cos.A 


eioè 


COS.* A =: sen.A 


sia 


1 ^— seu." A = sen.A 



la quale equazione risoluta dà sen.As — 1/2 + 'A V ^ 
=2 cos.B ( si tralascia il segno — -» del radicale , come 
conducente ad assurdo nella presente quistione ) cioè 
sarà, trascurando ì secondi, T angolo A =: 38^ 10^ , 
e l'altro B = 5i^ 5o^ 

225. Scoi. La soluzione qui esibita del proposto 
Problema da luogo alla seguente geometrica composi- 
zione del medesimo. 

Sul diametro AB di un semicerchio ACB si elevi fig, 43; 
la perpendicolare BE uguale al raggio di tal cerchio , 
e congiunta la AE , se ne tagli la EF uguale al raggio 
stesso ; e poi si applichi in quel semicerchio , dal pun- 
to B, la BC uguale alla AF, e giungasi la AC^^ sari 
ACB il triangolo cercato. 

Imperocché essei^do AE* ^— EF* r=: AB *, sarà 
AB*=: (AE+EF) FA= (BA+AF) AF= (BA+BC) BC 
= BAXBC+BC* = BAXBC+AB»— AC*. Laonde sarà 
BAXBC=AC* ; e perciò BA i AC ::. AC : BC , ed an- 
che come BC: CD*. 'ferK 
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PROPOSIZIONE m. 

.t - * 

PROBLSIfl. 

ft. 44. 5'6- ^'^ quadrilatero 4BDC , cfte Aa l'K «»^K 

in B , C reta -, do<« / tói -*!> , ^C , e F angolo A 
compreso da essi, determinare gli altri due lati CD^DB, 
e le diagonali AD , BC, 

Soìax, Si prolunghino i lati AC, BD del quadriUter* 

finché s' incontrino in E, e pongasi AB = a , AC =fc. 

a 
E poiché sta aE : AB :: i : cos.A, «ara AE = ^^ 

e quindi CE = ^-^. — * • E cosi pure , essendo 

BA : BE :; 1 : tan^.A, sarà BE=<i X tanjr A. 
Or pe'triangoli simili ABE, DCE sta EB: BA: EC : CD 

cioè a X tang. A : a :: -^— * : CD. Adunque sarà 

*" COS. A 

a b a b 

CTì — , ^ . _ ■>-* , «..» ■ S3 

~ cus.A taiig.A lang.A bea. A tang. A 



wm • 



Feii A 

E similmenle , se si fossero prolungate le AB, CD sino ad 

A— a cos.A 

incontrarsi, la BD dovrà risultare uguale a- r— • . 

sen. A 

Si <ono dunqne ottenuti i valori desiali DB , 
DC . Ed è poi pel triangolo BAC , la diagonale 
BC=\/(«*+*'--^«* «'os.A ) ; e pel triangolo rettango- 
lo ACD r altra diaconale AD = V ( AC'+CD» ) = 

^ L ^^ seu.A >' J ~ stn.A 

Arlunque si è interamente soddisfatto alle condizioni 
del proposto Problema; 
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PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMA. 

%%j. Daio T angolo solido O di un j^arallepipedo M* 4'* 
^uabuu/ue , ed i ire lati OA , OP^ OQ intorno ad esso^ 
determinare quel solido. 

Solut. Col centro O , e coi raggio OA s^ intendt 
dSescritta una superficie sferica , e sia ABC quel trian- 
golo sferico di qi|esta , che sottende V angolo solido 
proposto , ehe or trovasi al centro di essa , e del quale 
saranno dati i lati a, &, e, come dell' istesso numero di 
gradì e minuti degli angoli che essi rispettivamente 
sottendono. S' intenda abbassata da A sul piano oppo- 
sto POQ la perpedicolare AE, e per questa , e pej 
centro O s' intenda tirato un piano che segnerà in quel 
triangolo sferico V arco AD perpendicolare all' altro 
CD 9 e si avrà ^ 

._. aVsen.*.sen.f.<p— a)sen. f^— '&Ì 5en f^— ^V • ao5. 

sen.AD. ss ■ ^ ^ ^ ^-^i — ^ i« 

sen.a 

e quindi , dinotando la OA con r , sarà AE =3 

AO sen. AD, cioè 

. ar Vsen.^. sen.(i^-^) sen.(i--»fc) s en {s — e) 

sen. a 
Or il parallelogrammo costituito co' lati PO >^ OQ , 
e coli' angolo dato da essi compreso , ponendo PO 
ss^i ed OQs=f, ha per espressione del suo valore 
pq, sen.a. Adunque la solidità del proposto parallela* 
pipedo sarà espressa da 

2719 V «€n.5. sen.(i*— a)scn.(i— fc) sen.(5— H?) 
a^8. A^col. E da ciò risulta , che se nella pirami- ^^. 4$, 
at tnangolara ÀOQP aitao dati 1 tre UU AO , OP , 
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ÓQ intorno al dato Hlgolo solido in O, la, soliditi di 
essa si avrà prendendo la sesta parte di quella del pa- 
rallelepipedo elle &i compirebbe col dato, angolo solido 
O , e co' lati OA , O^" , OQ. E sarà poi facile il ri- 
durre al caso precedente la valutazione della solidità di 
«na piramide , dati tutti i sei lati di essa. 

PROPOSIZIONE V. 

PROBLEMA. 

/$' 47* 229. Con gli stessi dati del Problema precedente \ 

determinare le diagonali di quel parallelepipedo* 

Solux* E chiaro che queste diagonali sieno quat- 
tro, due che sono quelle stesse del parallelogrammo 
AOEF , che passa pe^ lati AO , EF del parallelepipe* 
do ) e due altre che appartengono per diagonali idl^al* 
tro parallelogrammo HPQG, che passa pe' lati PH,QG 
di tal solido. 

Or ecco in qual modo bisognerà condursi per de- 
tei^minarle. 
0E*=0P'+PE'+20PXPE co.VOQ—p*-^q*+'àpg co.a 

e quindi OE = V ( />*4*9*4*^/'? ^^'^)* .^^ ^ P^^ 
^^„ OP»+OE'— PE« ^ _ p+q cos.a 

M7. cos.POE=--p— jg V(p'+9-+y? eos.^) 

•,5. sen^poE = ig2<^:L£2Q - = ,, , ^ :r' 

, OK V(p 4^ +^A^^ COS.!» 

Di pia nelPangolo solido O del parallelepipedo pro- 
posto j conoscendosi i tre anf^oli piani in O y che lo 
Comprendono , si potrà determinare l'inelinazione scam- 
bievole di que^piani in cui essi esistono, col risolvere il 
/f . 45. triangolo sferico ACB V^e sottanda «pielfangola sòlid». 
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per determinarvi gli angoli daMali* 5 che perciò satà • 1^7. 

^ C09.Ì-r-C0S.a CO8.C ^ _ 

€e«. B =sr ^ « • «5i, 

sen.asen.a 

e qjuindi nell'altro triangolo sferico ABC, che sollen- ^^' 47- 

'de t*altro angolo solido in O compreso dagli angoli 

piani AOP , POC^ indinati tra loro nell'angolo dato. 

B,. si avrà 

CDs.y == eos.a^ cos, e + sen. a^ sen. e cos. B* * *^*' 

cioè, sostituendo per cot.o^ e sen.d^ i loro valori di sopra 

yiferOTati, e poi riducendo^ sarà 

f / « ^w P COS. e 4- tìr COS. b 

Cos.A'= cos.AOE==— 7/-— -— ni:i 

ve A^ +V +V9 COS. a ) 

Finalmente nel triangolo AOE essendo 
AE2= AO* X ìAO X OE cos. AOE 

si avrà ; fatte le convenienti riduzioni 

AE*=r^-|-^*-|- q*'^'2pq cos.a-f-2pr cosc-f- a^r cos.i 
E siccome il valore del quadrato dell' altra diagonale 
OF non si distingue da quello della già ottenuta , se 
non perchè il coseno dell' angolo OAF supplemento 
dell' angolo AOE , è di segno contrario a quello di 
quest' angolo ; perciò si avrà 

OF*s=:r*+p*-|-^*-|-ay^ cos.a— 3/>r cos. e — ^qr cos.// 

Or per avere le altre due diagonali HQ, GP 
del parellelepipedo proposto , sarebbe bisogno di fare 
tutti gli stessi passaggi finora fatti , valendosi però 
dell' angolo solido in P invece di quello iii O ^ ed 
in quell' angolo solido , de' tre angoli piani che lo com- 
prendono, i /due HPO, OPE essendo i supplementi de- 
gli altri AOP, POQ (e, tf), due de'tre che comprendo- 
no r angolo solido in O, ( il terzo HPE è uguale al 
terzo AOQ) ; debbono perciò aver quelli i coseni di 
contrario seguo a'coseni di questi. Adunque si avranno 
le espressioni de'quadrati delle diagonali HQ, GP cam,- 
biando rispettivamente n^llègià ritrovate pet AE%FO* 
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i segni di cof.a, e cos.c, e ood facendo sari 

HQ*=r*4'/'*+9*""V? cos.o— a^r cos.c-f^a^r cos.i 
PG*=:r^-(-/>*-f-9*— «^ C08.a-^9i^r cos.c-^afr cos.fr 

a3o. «9cof. Sommando insieme le espressioni otte* 
unte nel precedente Problema per le quattro diagona^ 
li di un parallelepipedo , si vedri esser 

AE* + OF* + HQ» + CP* = 4 ( r*+;>-+9* ) 

doi : la somma de* quadrati delle quaiiro diti fonati di 
mn parallelepipedo i il quadruplo della somma de* qua* 
draii delire lati intorno ad un angola solido dd 
desimo* 
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TRIGONOMETRIA 
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LIBRO VI. 

DELL* USO CHE FUO» TARSI DELLE FOBMOLE TE^CCKOftfE- 
TBICBE NELLA SOLUZiONE ALGEBRICA DI TALUNI ìtO- 
BLEMi . CHE DEBBONO POI ESStR CEOMETaiCAMfc.K'1'fi 
CX»STRUiTL 



aSi. Le formole Trigonometriclie principali non 
tono altro , come si é tante volte veduto , che il rìsuU 
lamento di proporzioni gecmetiiche nelle quali si è espres- 
so un de* termini per mezzo de^li altri tre ; esse 
dunque in loro implicitamente comprendono quelle ana- 
logìe donde sono derivate ^ e quindi possonsi utilmente 
impiegare nel risolvimento de' Problemi in risparmio 
di proporzioni risultanti da triangoli dati di specie. E 
questi Problemi resteranno tuttavia suscettivi di litui 
convenevole geometrica composizione , purché o quelle 
iormole, o analogie che esse dinotano , necessarie so« 
lamente allo sviluppo della catena de* dati per conse- 
guenza 9 svaniscano da loro medesime neir equazione 
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finale al ProLlema ; il che non di rado avviene , o pure 
ottenuta qi]«]la ai sappiano esse maeatrevoi mente tra- 
smutare ne^ convenevoli rapporti, che' rappresentano» 
£ noi V una e V altra delle suddette cose dinoteremo 
meglio co' seguenti Problemi , de^ quali non ne abbia- 
mo muitiplicato il' numero, per lasciar luogo a* giova* 
ni di esercitarsi da loro medesimi. 

Avvertiremo intanto , che siccome I* eleganza nella 
soluzione de* Problemi , k qual consiste principalmen- 
te nella facillà della loro composizione , é la primaria 
qualità che i Geometri accorti vi richieggono ; cosi co- 
lui che si occupa a risolverli deve sempre preferir que* 
mezzi , nella multiplicità de* metodi che la Geometria 
e 1* Analisi somministra , che sono più conducenti allo 
scopo suddetto. Che perciò non converrà usare le for- 
mole trigonometriche per l' oggetto sopraindicato , se 
non quando effettivo vantaggio se ne ritragga in otte- 
nerne l'equazione:, e debbono poi le trasformazioni da 
farsi*, se mai occorrano per renderla scevra da quanti- 
tà trigonometriche , esser semplici ^ e facili ^ sicché non 
si abbia , prima di giungere alla costruzione geometri-' 
ca dell^ equazione , a durar molti stenti , e molta iati- 
ca in renderla puramente algebrica. E potrà anche 
farsi uso di formole trigonometriche in dimostrar Teo- 
remi quando in quelle dimostrazioni vi sia necessario 
r uso de' triangoli simili , come in più luoghi del pre- 
sente Trattato si è potuto vedere. 



/ 



Di TRiaoiroMfiTRiA. 161 Lib 0. 

PROPOSIZIONE XI. 

]^AOBI.£XÀ. 

t 

93 )• DaH i lati di un , quadrilcUero inscritio nel 
tirchio ; determinare le diagonali. 

Solux. Sia ABCD tfUel quadrilatero , i cui lati^. ^8* 
AB, BC , CD , DA dìcansì rispettivamente a, 6, Cyd. 
Si esprima inoltre con x la diagonale AC , e con y 1 
Altra BD. 

Ed essendo nel triangolo ABC, àr*=a*-f.é* — 2ai cos.B 

s=a*-|-fr*-j-^'^^ cos.D j e cos.D = : — - — -*^ tsttk « ^^, 

Donde si avrà . 

^ ed + a6 ^^ 

£ simìli^eiite si troverà essere 

^ oc -\' ad J 

Le quali espressioni delle diagonali , sono , conie 
|)en 8i vede , scevre da grandezz^^ tKÌ|[OQ)om«irÌche , e 
geometrìcamente costruibili. 
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^^2! ^^^ EtEMlNTI 

PROPOSIZIONE IL 

PEOBLBMÀ. 

233. Date tre rette , ritrovare il raggio ài quel 
circolo in cui essendo esse successivamente ada^aie , 
verrebbero a sottendere una mezza circonferenza» 

w 

'« te- Soluz. Sia ABCD il drcolo cenJato , ed AB , BC , 

CD dinotino le date tre rette , adattate successivamente 
in esso per corde , sicché T arco ABCD sia una mezza 
circonferenza , cioè i8o®. 

Si d^oti la corda AB per a , la BC per & , e la 
CD per e ^ ed il raggio ignoto DE per x. Inoltre si 
chiamino ot 9 /3 , ^ S^^ archi AB, BC, CD; sarà 

* '•. , scn.i/a flt ==— * e co8.Va«=VC i — -7 — ^ 

' %x ' ' ^ ^'^J 

se^.l^ /3= — e COS. i/a /5= V\ ^ — ip") 



2x —/-(--> V- /^. 
e 
2j: 



-c finalmente sen.'Ay = — '. Or perchè i tre archi flt , 

'20: 

/3 , Y compiono 180® ; perciò ciascun di essi è quanto 
180^ meno la somma degli altri due. Adunque sarà 

sen.-«/tiY = sen.»/2(i8o® — ^(*+|3)) 

s=cos."/2 (*+/3) =cos. "/a * cos.*/a /3— sen.i/a » sen. i|a /5 
e sostituendo per ciasci^na delle quantità trigonometri- 
che contenute nella precedente equazione le loro cor- 
rispondenti espressioni simboliche di sppra ritrovate, 
■sarà 

Dalla quale equazione, per mezzo delle owie riduzioni 
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si avrà quella al proposto FroBlema, cb^ è ìa seguente 

^^— V4 (a'-f A^+c^) — 1/4 afe 
come per altre vie aveva ottenuto anche il Nevrtoa (*)^ 

SCOLIO. 

a34. Le soluzioni de' due precedenti Problemi so^ 
no tratte dalla Trigonometria del Signor Gagnoli. 

PROPOSIZIONE III. 

P R O F L E M A. 

«35. Inclinare da um angola A del quadralo j4B CD ji^, S^ 
la retta AFE in modo che la parte, FÉ di essa , c/*e 
resta frapposta tra i lati dell'angolo C opposto ad A^ 
sia uguale ad una retta data*. 



Soluz. Pongasi AB=ìj, FE=*, e tang, DAE = Xy , 
sarà perciò seg.DAE = \l {i^x^) 

Or 1 ••. tang. A [x] :: AD [a\ : DE. = av 

e perciò CE z=: or — a. Ma à poi 

XI V ( t +ar* ) :: CE lax—ay. EF [*). 
Adumjue sarà 

ix =z ( fl^— air ) \/( i+ar») 
^ quadrando ambi i membri si avrà 

ò' «• = a» — aa» or -f. ^^ x^ — ac» ar« -|fc. a!" 3^ 

Or se suppongansi le lìùee trigonoraetrìebe soppaiiMfc- 
cate prese per un raggio espresso, da a ^ V equaaionr 



(•> Aritii. l^ni^ Sen. IV. Cap. H 
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proposta cIottì diventare uniforme ne*suoi termini colf 
introdurvisi V a per moltiplicatore o divisore convene* 
volmènte) ed essa prenderà perciò la seguente altra 
forma 

nella quale la x non rappresenta più la tangente tri« 
gonometrica delle Tavole \ ma bensi la retta DE. 

a36> ScoU Jj equazione quassù ottenuta è ideati* 
ca a quella , che per altre vie ottenne \ Hopital ('^) \ 
ed essa si abbasserà al secondo grado, aggiungendo 
a*x* ad ambo i membri , e poi estraendo da essi la 
radice quadrata , per mezzo della quale operazione si 
avrà 

x* — flx + «• = + X V («• +** ) = + ^* 
ponendo a* -f-A*=c*. Sicché queirequazione sarà il pro- 
dotto delle seguenti altre due 

*' — ( ^^c )* + «' = o 
X* — ' ( a^-'C )x -J- a* = o 

ove la X non rappresenta più la ts^ngente trigonome- 
trica di un angolo , ma eìfftttlvamente una retta come 
la DE , subitochè il raggio trigonometrico si è cambia- 
to in questo caso nella quantità a, che rappresenta la 
AB. Ed avrà quindi Ipego Tistessa composizione del 
Problema che diede V Hopilal nel luogo «^tato. 



(*) Secticms CoDiquea Lib. x. 
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PROPOSIZIONE IV. 

P110BX.BMA. 

23|^« Dividere in tre parti eguali un dato angolo 
rettilineo , o T arco che lo sottende^ 

Soluta Essendo sen^Sf =: a.sen. d^ cos.^ — sen.^ 

= 4«cos^.^ sen.^)— sen.^ 
= 4^^'**9( ^'"^sen*.(p ) — sen.^ 
ed eseguendo la multiplicasione , ed ordinando per 
rapporto a sen,^, sarà 

4.$en^.^ — 3. sen.^-f-sen.3^ =: o 

Or si dinoti per q la corda dell^ arco 3(p, e per z 
quella delT arco 9 , le quali porde sono i doppj de*se- 
ni rispettivi di essi archi ; la precedente equazione a 
trasformerà neir altra, tra esse corde. 

a* — 3js -^ q ^zz o 

eli* è quella stessa che per mezzo di considerazioni di ' 
triangoli simili aveva ottenuta il Cartesio nel Libro III. 
della sua Geometria. Ed essa geometricamente costrui- 
ta darebbe la composizione del proposto Problema. 

• 

SCOLIO. 

938. E qui non parmi fuor di proposito , ritor- 
nando al Teor. sulle corde dimostrato nel Lib. I.*' di f^r *p. TI. 
vedere come senza né meno ricorrere alle riduzioni 
fette nella formola del seno dell' arco .triplo ^ si possa 
agevolmente ottenere 1* equazione al proposto Proble- 
ma,, o anche a quello universale di: Dividere un arco 
dal9 in qualunque numero di parti uguali. 



^' lG6 SLBXSVTf 

M' 47* In falli ponendo la prima corda AB=z e la sua 

sùpplemcQtale BH , che dovrebbe essere espressa Am 
V ( 4"~**^ ) > dinotandola per brevità con jr y si avrà 
per le corde AB , AC , AD , AE, AF , AG , «e. cbe 
cbiamerò I , II , III , I V , V , VI. ec. la seguente 
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E ponendo nell^ espressione della terza corda che 
chiamerò 9 , y (4 — **) invece di ^, si otterrà di nuovo 
r equazione al pr^edente Problema, e cosi per le altre. 

a 39. La legge onde progrediscono le espressioni di 
sopra r/icate , ordinate rispetto alla ^ , è la seguente* 

1.^ I termini della formola di ciascuna di tali cor« 
de alternano pe^ loro segni. 

a.^ Gli esponenti della y van decrescendo del nu->^ 
mero a. ^ 

3.^ I coefficienti de* secondf termini delle suddette 
espressioni formano la progressione de^ numeri naturali 
o,o,i93,3,4f^9^c. I coefficienti de^ terzi ter- 
mini sono i numeri triangolari di quesf altra serie 
0,0, o , o , 1 , 3, 6 , IO , ec. Quelli de' quarti ter- 
mini sono i numeri piramidali della serie o , o , o , o, 
o > o , 1,49 €c* e co^ m aeguito. £ potrà pure la forma 



«Ti ogni termine ài ciascuna serie rilevarsi dal termine 
generale di cui essa è suscettiva , essendo riducibile m. 
differenze costanti. E finalmente la forinola generale 
della corda di un arco che sia il multiplice n di wa 
altro , dalla quale dipende la divisione di un arco da*^ 
to in un numero n di parti , sarà la seguente 

n — 2 (n — 3)(« — 4) 



x^y—i 






I. a. 



(„_4)(„_5)(„_6) 
y-7 + ec. ) 

1. 2. 3. 

E voleudo inscrivere nel cercLio del raggio i ttn 
qualsivoglia poligono regolare , cioè volendo divi<]et»e 
la sua circonferenza 27r nel numero n di parli ugua- 
li, basterà porre la precedente espressione genec^e 
uguale a a^ro ^ tal divenendo essa in questo caso , poi- 
che dinota la corda di una circonferenza di cerchio :, e 
colla solita sostituzione di y (4 — *^) P^^ y si avrà P 
equazione dalla quale dipende la determinazione deìlìL 

corda dell'arco — • 

n 

Ma chi desidera maggior estensione al presente argo- 
mento, legga la dotta Memoria del Signor Pergola inserita 
nel Voi. I. degli Atti della nostra Reale Accademia delie 
Scienze di recente pubblicato , dalla quale abbiamo noi 
tratte le considerazioni recate in questo Scolio^ 
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AL LIBRO I. 



Alle Paop. VII. Vili. 



Crediamo di far cosa utile a^ giovani recandi» qui 
Tordinaria maniera adoperata- da^Trigonometri in dinio- 
jBtrare questi due Teoremi.^ • ' v - 

Sieno BE , ER gli arohi proposti , i cui seni sie- M* ^^* 
no EH , RD , e CH , CD i coseni : sia poi HN il se- 
no della loro somma , cioè dell* arco REE , PQ il se- 
no della differeiiza di èssi , doé dell' a^co PB. 

Si compia la figura come si vede. Ed essendo simili 
i triangoli: CEH ^ CDG ,. sta CE : iEH» :: CD : DO, cioè 
chiamando 9 e 9 gli archi BE , ER, e dinotando per 

1 il raggio CE , 

I : sen, ^ :: cos. fl : DG = sen.^ cos.'6 
Similmente per gli altri triangoli rinriKJBJ)F, CEH sta 
CE : CH :: RD : RF , cioè i : cOs.(pi .n seh.e : RF. E 
sarà quindi RF = sen.fl cos.9. Laonde la RN , cioè 
sen.(<f+d ), essendo = NF +FR , ossia a OD + FR, ' 

si avrà perciò 

^ sen.( 9 + 6 ) == sen. 9 cos.6-f- sen. fl cos.^ 
Inoltre per essere RD=DP, è anche RFzsFS^ che 

perciò PQ = DG — RF, darà 

sen. (9 — fl ) = sen. f cos.fl — sen. 6 cos. 9. 
Ritornando nuovamente agli stessi triangoli simili 



/ 



lyo ir o T I. 

considerali di sopra , si vedrà che pe* triangoli simili 
ECH, DCG debba essere CE: CH .: CD : CG, cioè 

1 : COS. 9 :: cos. 6 : CO == cos.f cos.O 
e cbe per gli altri triangoli simili CEH, RDFsi abbia 
CE : EH :: RD : DF , cioè i : sen.^ :: sen.O : DF 
£=: sen.9 sen. A. Laonde CM, cb^ è uguale a CG — GN =: 
CG — DF| sarà quanto COS.9 cos.O — sen«9 sen.0 , e CQ, 
eh' è quanto CG -j- GQ , cioè CG + GN ^ per essere 
GQssGN, siccome è PD=:DR , sarà uguale a cos. 9 cos.O 
•^ sen.^sen.O.MaCNè lo stesso cbe cos. (94~^)f e CQ 
è quanto cos. ( 9 — 9 ). Laonde sarà 

cos. (9-I-O) := COS.9 cos.O — sen. 9 sen.O 
COS. (9— *0) = cos. 9 GOS.O-^sen.9 sen.d 
E quesla dimostrazione , col variar semplicemente 
la figura , si vedrà appartenere a due archi qualunque, 
purché però si tenga conto de' segni de^ seni e coseni 
4egU archi dati. 

At Coi. DBLX.A Phor. IX.. 

* 

L* espressione di tàng. 39 si ottura nel seguente 
modo. 

* ?•' ♦• . n^ _ fa>Pg' 9+ tang. a9 ^_ 3.tang.9~taV,9 ^ 

• Si,, tang. 09 5= ■ ■ ' ■ = .j ^ , ' '^ 

^ 1— -tang.9 tang.a9 i — i. tang*. 9 

E similmente si otterrebbero Je espressioni per 
lang. 4^, 59 ec* 
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AL LIBRO n. 

Alj.ì Prof. IV. 



f mnnciazione , e hi dimostrazione di questa Pro- 
posizione conveniva che fossero generalmente fatte , e 
non già in quel modo che trovasi ordinariamente pra- 
ticato nelllis istitazioni di Trigonometria» 

Alla Prof. X. ed ìx suo Scolio^. 

1 due risultamenti ottenutT ne* due sopra, notati 
luoghi, possono servir di esempio per ciò eh' é stato 
detto neir Introduzione al Eib. VI. intorno all'Uso, che 
può farsi delle formble trigonometriche per la. soluzio*- 
ne di taluni problemi geometriì;!. 



AL LIBRÒ HL 



AjLtA Profì. hi. 

Ciò che si dimostra in questa Proposizione, o suo^ 
)e assumersi senza prova , o pur dimostrarsi- con ragio- 
namenti analitici approssimanti,, e che ci avrebbero dL 
pm* ohbKgato alla ricerca della serie che rappres^enta^ 
l'arca nel seno) il che da noi si voleva evitar^r Abr 
biamo perciò tenuta un' altra strada , che. ci • anchft: 
sembrata pia geometrica e rrgorosa» 
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Alla Prof. IV. 



ff» 34. ^ Questa Proposizione si dimostra ordinariameDle 
o coi supporre che gli elementi delle tangenti AL, ÀM 
prossimi ad A si conJTondano cogli elementi degli ar- 
chi corrispondenti , che comprendono l'angolo sferico) 
e quindi che quesl* angolo sferico sia quanto queir an- 
golo, rettilineo , e perciò anche quanto T altro in cui 
inclinansi i piani de' cerchi ADB , AEB ; o pure è fon- 
dala sulla considerazione, che movendosi la semicircon- 
ferenza AEB intorno aliasse AB per descrivere la su- 
perficie sferica , il raggio OE perpendicolare ad AB 
descrive col suo estremo E V arco ED , nel tempo 
stesso che V arco EA , passando da questo sito nell'al- 
tro DA , costituisce cosi T angolo sferico EAD, la qoal 
maniera di dimostrare da noi qui indicata può vedersi 
a disteso nella Trigonometria Sferica del Signor De* 
lamhre. La nostra dimostrazione però ci sembra pro- 
cedere più geometricamente , e mettere anche , come 
quella della Prop. precedente , più uniformiti tra il 
metodo di <}^mostrare in questi Elementi di Trigono- 
metria, e quello tenuto negli Elementi di Geometria 
Elementare. 

A QUELLB Prof, del Cip. II. che RiaviRDiNO la 

VJlJVRA. dei TIHISGOLI SFERICI. 

Le considerazioni intorno alla natura de' triangoli 
sferici a noi pare che debbano premettersi a' princìpj 
della risoluzione de' medesimi; poiché cosi richiede Tor- 
dine geometrico : ecco perchè non siamo d* accordo 
€on qualche moderno Analista. 



ir d T X 1^3 

Alle Pbop. X. XI. b XII* 

Sevi triangoli sferici si potessero sempre far coin- 
cidere , come avviene ne' rettilinei , quando o hanno 
i lati 1* un r altro uguali , o due lati e V angolo com- 
preso sono rispettivamente uguali , ec*, starebbero bene 
le dimostrazioni , che per queste Proposizioni si danno 
ordinariamente , e che lo stesso Signor Gagnoli ha an- 
che adottate cella sua Trigonometria. Ma la cosa non 
va così , come si può rilevare da' secondi casi delle no- 
stre dimostrazioni ^ le quali sono state fondate sulla 
corrispondenza di un triangolo sferico con un angolo 
solido triedro. 



AL LIBRO IV. 



Alla Prof. IL 



£ piaciuto a taluni , tal che al Delambre , di adot- 
tare per la verità enunciata in questa Proposizione la 
seguente dilnostrazione. 

Sia il triangolo sferico BZA ; e C il centro della ^^^ 5,1^ 
sfera cui si appartiene. Nel punto Z sien tirate le tangenti 
ZP, ZQ agli archi ZB, ZA, e fino a' raggi CE, CA 
prodotti. Finalmente si congiunga la PQ. Il triangolo 
PCQ darà 

PQ* = ZP* + ZQ' — aZP.ZQ cos.Z 

= tang2.ZA+tang2.ZB— 2.tang.ZA tang^B cos. Z 
n triangolo PCQ darà similmente , 

PQ^ = PC'+CQ'— 2CP.CQ cos.PCQ 

3= sec".ZA4-sec.' ZB-— 2.scc.ZA sec.ZB cos.AB 



1^4 UOVA 

poiché AB è la misora dell' angolo PCQ. Sottraggasi 
Ja primardi <{a€fle evasioni dalla seconda., e si arri 
o=«.. sec*. ZA — tang^.ZA+secV 2^6— tang*. ZB 

•— sec.ZA sec.ZB cos.AB-f.a.tang.ZA tang.ZB cos. Z 
o=i-f-i — a.sec.ZAsec.ZB.cos.AB-{.a.tan.ZAtan.ZBcos.Z 
o=:i-^sec.ZA sec.ZB cos.AB-f-tang.ZAtang. ZBcos. Z 
cio^ sec.ZA sec.ZB cos.ABsstang.ZA taogZB cos.Z-{-i 

e dividendo lutto per secZA secZBae „ . =v? ^ 

^ cos. %A COS.ZB 

ne risulterà 

COS. AB=sen.2^ sen.ZB coStZ-4-cos.ZA cos.ZA 
o sia esprimendo i lati del triangolo per a, b^ e, e gli<' 
angoli ad essi opposti per A , B , C } sarà^ per un 1»* 
to a 

cos.a=sen.6 sen.c.cos.A-(-cos.i cos.c 
eh* é la stessa formola del nostro Teorema* 

Ma la dimostraxione qui recata non ci sembra nA 
più semplice pel numero de* passaggi, e pe^principj di 
riduzione de* quali abbisogna , ne* più naturale di quel- 
Ja da noi recaia* 

Ai-Lo ScoL* Gjur. DOPO Ul Pro». XVI. 

Relativamente alla regola del Signor de Gua ri^ 
portata in fine di questo Scolio conviene Ùlt avvertire^ 
che la maniera da noi tenuta in esibire la quarta par* 
te di un triangolo sferico , ci ba evitato di star a consifl 
derare , come fa il Caroli , i casi in cui la somma de*; 
tre angoli non ecceda i 270^, o pur sia tra i 270^ f 36o*$ 
o finalmente oltrepassi questo limite. 
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